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PREFACE 



L'ouvragc dont jc public aujourd'hui la prcmidra partie forme 
unc suito naturellc dcs Lemons sur FinUgralion des Equations 
aux derivees jjariielles du premier ordre^ qui ont paru* il y a 
quclqucs anndes. Ccproiuicr volume conticnl la Ihdoric des cai*ac- 
l(5i*isliqucs« rcxposilion delailldo des m^lhodes d'intdgration de 
Mongo et d'Ampire, el la recherche des iutdgrales intermi- 
diaires, pour des Equations de forme quclconque. La seconde 
partie^ qui paraltra bientdt, je respire, renfermera la transfor- 
mation de Laplace, la m6thode de M. Darboux et Tinl^gration 
par quadratures partielles. 

La th6orie des t^quations aux d^riv£es partielles forme un sujet 
de recherches si cHendu, que je crois devoir indiquer en quelques 
mots dans quel esprit cet ouvrage est con^u. A la recherche, le 
plus souvent impraticable, de Tint^igrale g<5m3rale d*une Equation 
aux d6riv<Ses |)articlles,. s*csl subslitu6e pen it pcu, principale- 
menl sous riufluenco des travaux de Fourier, de Ca uchy, de Ri- 
mann et de leurs disciples, Tdtude des propri6tds des iut^grales 
parliculiCres, satisfaisanl h des conditions aux limitea donn^es, et 
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la recherche de ces int^gralcs. On pourrait dvidemmcnl varier it 
rinfini les conditions aux limites ; mais la plupart des probldmea 
que Ton a trails jusqu*ici se ram&nent & deux types distincts. 

« 

Une inl6grale est, engdn^ral, ddterminde, comme Ta montr6 Can- 
chy, St on se donne une courbe situ£e sur cettc surface integrate 
et le plan tangent en chaque point de cettc courbe, pourvu qu'on 
suppose cette int6grale representee par un ddveloppement en 
s6rie enti5re; c'cst la recherche do cette integrate parliculi&re qui 
constitue le Probleme de Cauchy. On pout aussi, en se bornant aux 
variables reelles, delinir une intdgrale par la suite continue des 
valeurs qu*elle prend le long d*un contour ferme, icctte integrate 
devant, en outre, rcster continue, ainsi que ses derivees, k Tinte- 
rieur du contour. Tel est le celfebrc Problkme de Dirichlet pour 
requation de Laplace ; on sait que des travaux recents, parmi 
lesquels je dois ciler ccux de M. Picard, ont perinis de traiter lo 
mftme probl^nle pour des equations beaucoup plus generates. 
Je m'occupe exclusivement dans ce premier volume du probl6rae 
de Gauchy et jc ne consid^re, par consequent, que des solutions 
analytiques. 

L*etude de ce problferae pour les equations lineaires en 
TyS^ /, ri — s^ conduit immediatement It une notion fondamen- 
talc, celle des multiplicites caracteristiques, qui est la base m£me 
des travaux de Monge et d^Ampfere, Lorsque les equations des 
caracteristiques do Fun des systimes adraettent deux combinai- 
sons integrablcs, la methodc do Monge i*am(^nc la sohition du pro- 
bldme de Cauchy it rintegration d'un syst6me d*equations diffd- 
rentielles ordihaires. La methqde d*Amp6re est plus elastique, 
quotqif elle conduisc aux nifiraes calculs que celle. do Monge 
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PH£PACB VII 

lorsquo cellc-ci esl applicable; mais clle a TaA'antagc do s'applw 

 

qucr ii dcs dquations que la mdlhodc de Monge ne permettrait 
pas d*intdgrer. Dans la troisi&me ct la quati*i5ino partie dc son 
in<?moire, Amp&re montre que, lorsquc les oqualions de Tun ou 
deTautre des systfemes des caracldrisliques, ou des deux h la fois, 
pr£senteiit unc seule combinaison intdgrable, on pent ramencr 
r^quation proposde b uno autre oil ne figurent qu*une ou deux 
dtTiY^es du second ordre. On n*a pas assez remarqu^, il me 
scmble, ces profondcs rechcrches du grand g6om&tre, ou sont 
emptoydos dos transfonnalioiis de contact lout ft fait gdn^rales, 
un dcmi-si5clc avant les Iravaux dc M. Sophus Lie. 

Dans Ic dernier chapilre, j*<^tends la notion de caract£ristiques 
a des Equations de forme quelconque, et je demontre en toute 
rigucur que tous Ics ("'lements d*une caractorislique appar- 
tiennent, eng6n<^i*al, a une infinite d*int<^grales, dependant d*une 
inflniti^ de constantes arbitraircs. J'insiste assez longuement sur 
une distinction essentielle entrc les deux esp6ces de caract6ris- 
tiques, du premier ordre et du second ordre,. distinction qu*Am- 
pfere avait d^jk faite, en partant de considerations a priori sur la 
forme dos inl<5grales. A la th6oriedes caractdristiques du premier 
ordre se nittache la rechei*che des int<5grale8 intermddiaires. • 
L'dtude du cas oil les liquations qui dt^lerminent cos intdgrales 
intcrm6diaires ferment un systfeme en involution m'a conduit It 
une classe nouvelle et assez iStendue d'^quations int^grables, pour 
lesquellos les deux syst5mes de caract^ristiques sont confondus. 

On trouveru cit^s, dans lo courant de ces lemons, tous les tra- 
vaux do quelque importance, qui mVtaient connus, relatifs au 
sujet trait<^. Pour la redaction, j'ai utilisd plus particulifircment 
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« 

les mdnioires de Monge, dc M. Darboux, de M. Sophus Ue, lo 
traild d*Iaischenetsky« ct surlout I*admirablo mdmoire d*Amp&re, 
dont les notations trop compliqu6es rendcnt malhcurcuscnicnt la 
lecture un peu difficile. 

J'adresse tons mes rcnicrcicments k M. Bourlet, qui a bien 
voulu m'aider dans la correction des ^preuves, ct & mon editeur^ 
M. Hermann, qui a donnd tous ses soins h Tcxc^cution matt^rielle 
de ce livre. 
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SUR UINTfiGRATION DES EQUATIONS 

AUX DfiRlVfiES PARTIELLES DU SECOND ORDRE 



GHAPITRE PREMIER 



feTUDE DUNE GLASSE PARTICULlfeRE D'feQUATIONS, 

PROBLfeME DE CAUCHY («) 



fiqiialious aux derir^es paiiiellcs d<>s sui-faccs eiigendr^es par les courbes 
d*uii complcxc, ou envcloppi^cs par Ics surfaces d*un complexe. r- InUgra- 
lioii de ces equalions. — Inti^giulcs siiigulieres du premier ordre. — M&- 
uitiou de rinlegralc gon^rale. — Problerac dc Caucliy. — Rcmarques sar 
la mdthode de la variation des constaules. 



1. Les equations aux deriv^es parlielles du premier ordre admettent 
deux formes dislinctes pour Tinlegrale gdn^rale. Si une Equation est 
liiieaire, Tintegrale generate est representee par une equation de la 
forme 

(1) u — ^(p) = o. 

m 

oft u et o ddsignent des fonclions determines de x, y, jr, et f une 
fcnction arbilraire; pour one ^uation non liudaire, Tint^grale g^n^rale 
est donndo par un systdme de deux Equations 

I V[»,y,*,a, ^(a)] = o 
(S) • ^V , JV ., , 

(>) Auleun & coniuUer : Darbocs, € Mi^moire lur let tolulioni singuliiret des 
^quaiioni aux ddriTdet portiellci du premier ordre », IV* partie (Mimoiret prisemiii^ 
par diotn 9avanfs^ etc., t. xxvii); Softtu« Lib, « Ueber Complexe, Inilietondere / 

Linien und Rugcl-Gomplexe, mil Anwendung auf die Theorie partieller Differential* ( 

gleichungen » {^aihetnalUehe AnnaUn, U V) ; F. Rlcm, « Ucbsr gewiste In der 
Liniengeometrie auflretcade Differentialgleichungen » {HiathemaiUehe AnmaUn^ t« V). 

MTtORATlOX OIS iQOATIOMS, t . 



2 CUAPITRE 1 

oil a dteigne un paramdtre variable, la foncUon f (a) restanl arbitraire. 
En langage gtom^trique, on pcul diro que I'int^grale g^n^rale d'une 
equation lin^aire s'obtient en prenant une suite simplemeni infinie de 
courbes d'une congruence, tandis que Fint^grale g^nirale d^une dquation 
uon lindaire est formto par Tenveloppe d*une suite simplement infinie 
do surfaces dependant de deux param^tres, quand on ^tablit entre ces 
deux paramdtres une relation arbitraire. On sait, d*aiUeurs, que cette 
distinction n*est pas absoluroent essentielle, en ce sens que I'integrale 
g^n^rale d*une Equation lineaire pout aussi ^tre representee, et d*une 
infinite de Qiani^res, par des formules de la forme (2). 

Une generalisation, qui s*offre d'ellem6me, consiste k augmenter le 
nombre des parametres (*); par exemple, si on consid^re des courbes 
ou des surfaces dependant de Irois parametres, on est conduit li des 
equations aux derivees partielles du second ordre, dont lu theorie oflfro 
la plus grande analogic avec celle des equations du premier ordre. Ces 
equations ne ferment, il est vrai, qu*un groupe tout particulier, parmi 
les equations generales du second ordre, mais elles offrcnt un ensemble 
de proprietes caracteristiques, qui les dislinguent nettemcnt. Aussi 
nous commencerons par les etudier en detail. 

2. Considerons un compiewe de courbes, c*est-k-dire une famille de 
courbes C, dependant de trois parametres a, A, c, 

.jv i A^t y. ^, «• *. c) = o, 

si on eiablit entre les trois parametres a, 6, c, deux relations quel* 
conques, de fagon k ne laisser dans les equations (3) qu*un parametre 
variable, la courbe C engendro une surface, appeiee surface du com* 
pleae^ dont on obtiendrait Tequation en eliminant a, 6, c entre les 
equations (3) et les relations 

F(a, J,c) = o, F« (tf , ft, c) =: o, 

etiiblies entre les parametres. Toulei les surfaces du complete saiisflmi 
i une mime dqualian aux dirhies poi^iielies du second ordre^ que nous 
aliens former. 

Soient : C,une courbe du complexe, correspondant aux valeurs a, b^e^ 
des parametres; m, un point de cette courbe; S, une surface passant 
par cette courbe, ayant pour equation : 

(*} Voir IIehxitx, Cottrg d'enefyse de tteois polyieekmi^Mt* 
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d^signons par les lettres p, q^ r» *, t^ lea d^riv^es premieres el secondes 
de jTf par rappoii k » et k y, 

>£ _Jjr l^jg ^»^ ytg 



^^^' ^ = )7 •• = s^* '=j^» ^^^ 



t 



La lellro I s'appliquanl aux differenlielles relatives k un d^placemenl 
le long de la courbe C, on a, puisque celle courbeesl sltuee sur la sur- 
face S, 

(4) I *^=p^ + ^/^y. 

on tire d'ailleurs des ^uations (3) 



&»»+.^»y+^«»=«, 



ce qui nous donne 



(5) ?f _ !y _ ?f _ »a 

en designant par une variable auxiliaire el en posanl, pour abrtger. 

La premiere des ^nations (4) devient alors 

(6) A=Ap + By-C=gi/ll)p + gi^ _DJ^_ 

D(y,^)''^D(x,aj)* D(a>,y) — *• 

celle relation exprime simplement que la tangente, k la courbe C est 
8Uu<5e dans le plan tangent & la surface S. Pour calculer 8«aj, J»y, 8'* 
imaginons qu'on ait pris • pour la variable inddpendante, on a alors ' 



4 CH^VPITRE I 

en rcmpIa^aBt &d, ly^ Ix, Vx^ Vy, S^z par leurs valeurs dans la seoonde 
des ^qualions (4) el divisant par S9', il resta : 

(7) A<r4-2AB«-{-B*( = Il; 

en d^ignant par H I'expression suivante qui no contient pas r, «, I, 
II A^ I n^C , „iC /,iK , «JA , _JA\ /.>B , „5B , -,!>B\ 

Si maintenant nous iliminons a^ b^ c, entre Ics quatre Equations (3)» 
(6) et (7)« nous sommes conduits li une relation enlreAr,y,x,p, ;, r« «,l, 
qui est v^riB^e par toutes les surfaces du complexe, puisqu*en chaque 
point d*une pareille surface il passe une courbe du complexe, situte 
sur la surface. Pour cffectuer cette Elimination, on peut imaginer qu'on 
ait tire a, &, c des Equations (3) et (6), en fonction de a?, y, x^ p, q^ el 
qu*on les remplace par leurs expressions dans TEquation (7). L'Equation 
obtenue est done de la forme 

(8) LV+2LM* + M«^ + N = o, 

L, M, N dtant des fonctions de x^ y, jr, p, q seulement. 
Ce rEsultat donne lieu k plusieurs remarques. 

Rbmarqub !• — La relation (7) a une signification gEomEtrique qui 
permet trait de TEcrire immEdiatement. Imaginons que, par le point m, 
on mEne la normale mn k la surface S, et que, par le centre de cour- 
bure O' de C, on ElEve une perpendiculaire au plan osculateur en m ii 
cette courbe, Ces deux lignes droites se coupcnt en un point O qui, 
d'apr6s le thEoreme de Meusnier, est lo centre decourbure de la section 
normale, passant par la tangente en m k la courbe C. En Ecrivant cette 
propriety, on voit, sans peine, qu^on retrouve prEcisement la relation (7). 

Rbmaiqub il — En eflectuant dircctement TElimination de a, 6, e 
entre les Equations (3), (G) et (7), on n*obtiendra pas nccessairemeni 
une equation mise sous la forme simple (8). Si, par exemple, les Equa* 
tions (3) et (6) dEterminent h syst6mes de valeurs distinctespour a, 6| e, 
on aura, aprEs TElimination, une Equation de degrE h en r, «, I, qui se 
dEoomposera en h Equations linEaires de la forme (8). 

Rbmabqub IIL — Toute Equation de la forme (8), oik L, M, N soni 
des fonctions quelconques. de «, y, x^ p, g, n*est pas susceptible d*Etre 
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inlegr^e de ceite facon. Les fonctions L, M, N doivent salisfaire k cer* 
taincs conditions^ qui seroni etablies plus tard. 

3. Proposons-nous maintenant de trouver toutes les int^gralcs de 
r^quation (8). Pour obtenir cette Equation, nous nous sommes servis 
uniquement des relations (3) et (4), qui sont ^quivalentes anx relations 
(3), (6) et (7). Or, ces Equations (4) expriment que la courbe C du com« 
plexe et la surface S ont un contact du second ordre. L'^quation (8) 
exprime done la propriety suivante des surfaces integrales : par loui 
point de tune de ces surfaces^ il passe une courbe du compiexe qui lui 
est osculatrice^ c*est-&-dire qui a nn contact du second ordre avec la sur- 
face. II est clair que les surfaces du compiexe jouissent bien de cette 
propriete, mais ricn ne prouve jusqu'ici qu'il n*en existe pas d'autres. 

En cliaque point m d'une surface integrale S, il passe une courbe C 
du compiexe osculatrice &la surface; soit ml la tangente & cette courbe. 
Nous appellcrons lignes d'osculation les courbes situ^es sur S« qui sont 
tangentcs, en chacun de leurs points, 2i la courbe C correspondante, ou k 
la droitc ml, Imaginons que Ton se d^place sur une de ces lignes d'oscu- 
lation; les parametres a, ft, c de la courbe osculatrice deviennent des 
fonctions d*une scule variable, dont nous aliens calculer les difleren- 
tielles, $a, Sft, 8c. Ces parametres a, ft, c sont determines par les ^qua* 
tions (3) et (6); on en tire : /. 

'£"+%'> +t'' +1" +%>> +s^ -">• 

J>A , ?A , 3A ?A M M 

la lettre I indiquant les diflerentielles relatives k un d^placemenilelong 
de la ligno d'osculation. Mais on a 



^to + ^Sy+^J* = o, 



puisque la ligno d'osculation est tangente k la courbe C. On a aussi 
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car cetle equation d^veloppte donne 

J 

A (rS* -I- .8y) -I- B (.to + %) _ g 8a» - ^ «y - g 8, 

+'&"+ 5 »^+ s «-) +' Cs -+ 'I '» + It -) = "= 

si on y rcmplace to, 8y, Zz pap les quantitdd proporlionnelles A, B, C» 
on retrouve prtcisemenl Tiquation (7). On a done les Irois relations 

pour determiner ta, S6, Sc. 
Supposons d'abord quo le ddlermtnant fonctionnel 

D (A »> A) 
D («• *, c) 

ne soit pas nul; on tire alors les Equations (9) : 

^r = (6 = 2e = o. 

La courbe da complexe, tangente k la surface integrate, reste la 
m^me tout le long do la ligne d^osculation, et, par consequent, se con- 
fond avec la ligne d'osculation elle-m(}me. La surface integrate est 
done engendrte paries courbes ducomplexe; nous retrouvons la solu- 
tion connue a priori. Le raisonnenient est en defaut, si le determinant 
pr^c^ent est nul. En diminant a, 6, c ontre les Equations (3), (G) et 
Tdquation 

(101 Di£.lu5i=o 

• 

on est conduit k une Equation aux d<Srivdes partielles du premier ordre 

« •, 

(II) F (», y, r, p, 9) = o, 

m 

etles intdgrales de Tdquation (8), qui ne sont pas formtes de surfaces 
du eomplexe, appartiennent ndcessairement k T^uation du premier 
ordre(ll). 






£TUDB D*UNE CLASSB PARTICULlfeRE D*£QUATI0NS 7 

Inversement, les integrates de r^qualion (11) salisfont-elles k T^quc- 
lion (8) ? Yoyons pour celala signiQcation g^om^trique de r^qiiation (11}. 
Les relations /= o, ^ = o, A == o donnent a, 6, c en fonction de a?, y, x^ 
p, q ; en d*autres termes, elles d^terminent les courbes du complexe, 
qui sont tangentes au point (a?, y, z) au plan de coefficients angulaires 
Vy ?• ^^% po^r trouver ces courbes, on peut proc^der conune il suit : 
imaginons le c6ne (T) ayant pour sommet le point de coordonnees 
(^» Vs x) et pour generatrices les tangentes aux courbes du complexe 
qui passcntpar cc point. Le plan de coefficieuts angulaires p,^, passant 
par le sommet, coupe, en general, ce c6ne (T) suivant un certain 
nombre de generatrices, distinctes, dont chacune est tangente kune 
courbe du complexe repondant & la question. Pour que le determinant 
fonctionnel 

D (A y. A) . 
D (a, 6, c)' 

soit nul, il faut que deux solutions soient confondues, ou que le plan 
de coefficients angulaires p, q soit tangent au cdne (T). Telle est la 
signification geometrique de Fequalion (II). 

La reponse h. la question proposee est maintenant bien facile. En 
eflet, les courbes du complexe sont, pour Tequation (11), des courbet 
intigi^ales^ et on sait qu'elles ont un conctact du second ordre avec les 
surfaces integrates de cette equation, qui leur sont tangentes (*). Par 
consequent, les iniegralcs de Tequation (11) appartiennent aussi k Tequa- 
tion (8), une exception pouvant seulcment se produire pour I'integrale 
singulidre, s'il y en a une, de Tequalion dii premier ordre. Comme let 
surfaces integrates de I'equation (il) nc font pas, en general, partie des 
surfaces du complexe, on dit que Tequation (11) est une intigrale singu' 
likre du premier ordre de requation (8), 

It peut arriver, d'ailleurs, que ce spit cette integrate singuliere qui 
donne la veritable solution du probl6me. En eflet, si l*on se propose 
directement de trouver les surfaces qui sont osculatrices en chacun de 
lours points k une des courbes du complexe (3), on est conduit k Tequa* 
tion (8), dont rintegrale generate se compose des surfaces du complexe. 
Cest la une solution banalc, evidente d priori; mats la veritable solu* 
tion du problemc est fournieprecisemont par les integrates de Tequation 
du premier ordre 

F («?» yi ^t Pi ?) = o. 

 

(>) Voir mon ouvrage LefOMtur tinUgralion dei iqualioM auxdMvitM parlitlln 
du premier ordre^ p. 194, 1 11. (Parii, llermani^, IM.) 
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qui ne soni, au point de vne analyiique, que des solutions singuli^ret. 

_ • « 

Supposons, par exemple, qu*on demande les surfaces dont les lignes 
asymptotiques, de Tun des syst^mes, ont pour tangentes des droites 
appartenant k un complexe de droites donni. Comme les tangentes 
asymptoliques ont un contact du second ordre avec la surface, en mettant 
le probldme en equation, on est conduit k une Equation de la forme (8), 
dontrint^grale g^n^rale se compose des surfaces r^gl^es dont lesg^nd- 
ratrices appartiennent au complexe. Cette Equation admet, en outre, 
toutes les int^grales de T^quation du premier ordre dont le cAne (T), 
relatif k un point quelconqne de I'espace, est prdcis^ment le c6ne da 
complexe; c'est done cette Equation du premier ordre qui donne !a vraie 
solution du probUme. Rcmarquons que les caract^ristiques sont pr^ci- 
s^ment les lignes asymptoliques. 

4* Consid^rons, par exemple,les surfaces ehgendr^es par des droites 
parall^les au plan des ay 



'X = a. 



y =z to-f-6; 



en prenant co pour variable indipendante, on a 

Sjs = 5*jr = o, ^y.= ft to, 8*y = bl^x s=i ©• 

Les Equations (4) doviennent 

p -|- fft = Of r + 2*6 -j- 16* = o; 

I'tiimination se fait imm^diatemenf , et on est conduit k T^quation du 
second ordre 

q^r — %pq9 4- pU = o. 

11 n*y a pas d*intdgrale singuli^re du premier ordre, car le cAne (T) 
se rMuit k un plan. 

Prenons encore les surfaces engendr^es par un cercle de rayon cons- 
tant, dontle plan reste parall^le au plan des a?y. Les Equations de la 
lign^ gfo^ratrice sont ici 

jT = «, (05 — »)« + (y — ef — R« = o; 

on en deduit, en prenant w pour variable ind^pendanie, 

S^rsstVsso, (xo— 6)to-f-(y— c)By sO| 

»«*+ly* + (y — c) J«y«»o. 
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Les Equations (4) devieimeni 

p (y — C) — } (« — 6) =s O, 

et relimination de a, 6, c, conduit k P^quation 

qui 86 r^duii k Tdqualion pr^^dente quand on suppose le rayon R infini. 
Si R n*est pas infiniv il y a une solution singuli&re du premier ordre: 

p^ -}- j^ = ©• 

Avant d*^tudier les enveloppes de surfaces k trois.param^tres, nous 
pr^senterons d*abord quelques remarques essentielles sur la thterie 
du contact. 

5* £tant donnecs deux muliiplicites d*^lement8(*} M^ et M'^^ ayantua 
ddmentcommun {x, y, z^ p, q\ on dit que ces multiplicit^s sont oteula^ 
lrtee«,lorsqu*elIes ontun Element commun inGniment voisin du premier 
{x + dx^ y + dy^ z ^ dz^ p + dp^ q + dq). Supposons que la pre* 
midre multipliciiA se compose d^une surface S et de ses plans tangents, 
la seconde d*une courbe C et de ses plans tangents. Pour que ces deux 
multiplicit^s aient un dl^ment commun, il faut, d*abord, que la courbe 
C soit tangente k la surface S. Si on prend le point de contact pour 
origine des coordonnees et le plan tangent k la surface pour plan des 
xy^ cette surface est representee par une Equation de la forme 

-r = P (a?, y) = ^ (to« + izxy + ty^) + 9, (x, y) + . .. 



tandis que la courbe C est representee par trois equations 

oft 

r(o) = ^(o) = f (o) = o, f(o)«o. 

Si les deux multiplicites ont un element commun infiniment Toisia da 
(*) tquati^nu du premhr ortffti ehapltre i« • 
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premier (<£», dy^ dz^ dp^ dq)^ on aura k la fois 

dz = pdx -|- qdy^ 

cPj = pd!^x + qd?y 4" dpdao -f- <^rfy» 
cip =r rda 4* ^y« ' 
rfgr = «c£v -{* ^^y« 
et, par suite, 

• 

cPjr — pdPoo — qd^y = rrfo?* + isdxdy -|- ^rfy*» 

cfa?, dy, d^w, d^y, d^z d^signant les difT^renttelles f (o) eft, ^ (o) rf/, /"(o) eft', 
f '(o) efl', ^'(o) <f/*. Cette relation exprime que la courbe C et la surface onl 
k I'orig^ne un eoniaci du second ordre^ au sens liabiluel du mot. Si, par 
exemple, la courbe C est une droite, on peut supposor que a?, y, z sont 
des fonctions lin^aires de 1; on a alors ct^oo = d^y =? ePr = o, ei la 
relation prdcidente devieni 

rdx* + isdxdy -|- tdy^ = o, 

ce qui montre que la droite doit etre Tune des asymptotes de Tindica* 
trice. Par chaque point d*une surface, il passe done deux lignes droites 
osculairices k la surface, qui sont Ics tangentes aux deux lignes asymp- 
totiques de la surface passant par ce point. 

Supposons, en second lieu, que les deux mnltiplicitcs qui ontun Ali- 
ment commun soient deux surfaces. Si on prend pour origine Ic point 
de contact, et pour plan des xy le plan tangent commun, les deux sur- 
faces sont representees par deux equations de la forme 

jr = F (a?, y) =^{ra^^ 2sxy + iy^ + ip, (.r, y) + ••• 

^= Pi (^. y) = I ('•i«» + 2«i^y + <iy*) + +» («i y)- 

Pour que les deux surfaces soient osculatrices en ce point, il faut que, 

dy 
pour une certaine valeur du rapport -^^ les valeurs de dp et de dq soient 

dX y 

les mdmes pour les deux surfaces, c*est-ii-dire que Ton ait 

rdx 4- 9dy = r^dx -f* 'i^'y* 
Mdx 4* ^y = <|d!a9 4* ^4fi 
et, par suite, 

(«) (r_rO(l-r|)-{*-*i)^ = o. 
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n est facile d'avoir une interprdlation geomdtrique de cette condition ; 
en effet, les deux surfaces se coupent suivant une courbe, dont la pro- 
jection sur le plan des any a pour Equation 

Cette courbea un point doubled Torigine, et Vensemble des tangentes 
au point double est donne par I'^quation 

les deux tangentes sont confondues si la condition (12) est salisfaite, 
et le point double est un point de rebroussemcni. Done, pour quo deux 
surfaces soient osculalrices en un point de contact, il faut et il suffit 
que la courbe d* intersection de ces deux surfaces ait un point de 
rebroussement en ce point. 

Prenons, en particulier, le cas oii Tune dos surfaces est une sphere 
tangente au plan des xy 

j^ 4. y« -J- ^a — 2/,jr = o; 

on pent toujours prendre pour axes des x et des y les deux axes de 
Tindicatrice de la seconde surface qui a, daiis ce systdnie de coordon- 
necs, une equation de la forme : 

X = - {rx^ + ly*) + <p, (a?, y)-\- ... 

Si on porte cette valeur de z dans T^quation de la sphere, on a 
r^quationde la projection sur le plan desxyde la courbe dUntersection 
des deux surfaces. Cette Equation est, en n^ecrivant que les termes du 
second degr^ : 

x^ (1 — Ar) + y» (1 — Al) + • • = <>. 

Pour que I'origine soit un point de rebroussement, il faut que Ton aii 

A = - ou A = ' Y c*est-a-dire que la sphdre doit avoir pour centre un des 

centimes de courbure principaux de la surface. La tangente de rebrous* 
sement est alors Taxe des w ou Taxe des y, c'est-k-dire Tun des axes 
de rindicatrice. 

(■) Sopuim LiK, MaihemalUch4 Annalea^ t. V, p. 193. DAMiovx,So/iffi<mj MlnguUireM^ 
p. S75* 



I 



12 CHAPITRE I 

6. On pout d^dutre de ce qui pr^cMe une generalisation de la thtorie 
des ligncs asymptotiques et des lignes de courbure (*). Etant donnte 
une surface fixe S, et une famille de surfaces S' dependant de quair^ 
param^tres ; 

* {<r, y, z, tf|, «,, a,, a^) = o, 

• 

on pent disposer de ces quatre param^tres de fagon que la surface S' 
soit osculatrice a la surface S en un point donni de cette surface. U 
y aura, en g^niral, un certain norobre de surfaces de cette famille 
r^pondant k la question. A chacune de ces surfaces correspond une di- 
rection dans le plan tangent k la surface S, celle de la tangcnte de 
rebroussement de la courbe commune k ces deux surfaces. On appelle 
Ifgnes cToscidation sur la surface S, les courbes qui sent tangentes en 
chacnn de leurs points a Tune des directions que nous venous de ddfi« 
nir. Si la famille de surfaces S' se compose de spheres, les lignes d*08« 
culation coincident avec les lignes de courbure. 

De mdme, si on a une famille de courbes C dependant de quatre para- 
m^tres, on peut disposer de ces paramdtres, de fagon que la courbe C 
soit osculatrice k la surface S en un point donn^. On appelle encore 
lignes d'osculation, les courbes qui soiit tangentes en chacun de leurs 
points k une courbe C osculatrice & la surface. Si les courbes C sent 
des lignes droites, les lignes d'osculation coincident avec les lignes 
asymptotiques. 

II est clair que touto transformation de contact change deux multi* 
plicit^s osculatrices en deux multiplicit^s osculatrices. Si done on 
applique k une surface la transformation de M. Lie, qui remplace les 
lignes droites par des spheres, les tangentes asymptotiques devicnnent 
les sph6res osculatrices, et les lignes asymptotiques de la premiere 
surface deviennent les lignes de courbure de la nouvelle surface. 

7« 6tant donnies dans Tespace deux families de multiplicites M,, 
composdes de surfaces ou de courbes, chacune d*eUes dependant de 
trais param^tres, on pent toujours trouver une transformation de con* 
tact, qui change une de cos families de multiplicitds en la secondo 
famille. Nous alloiis montrer, en effet, qu^on peut toujours trouver une 
transformation de contact qui change les multiplicites M| d*une 
famille k trois paramdtres, en de nou voiles multiplicites, dont chacune 
se compose d'un point de Tespace et de tous les plans qui y passent. 

Supposons d*abord que Ton ait une famille de surfaces S, definies 
par requaUon 

Pt»»yi t,#, »»c)=so; 
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de la relation fondamentale 

(13) F(a;,y,ir;X,Y,Z) = o, 

on d^uit une transformation de contact d^Rnie par celte relation et les- 
saivantes (*) 

JF , JF W , 3F >F , „JF JF , -.JF 

jS^ + Pj^^o. ^ + gr- = o, _ + p-=:o, jy + ^ >Z = '* 

Gdom^triqucmeni, on sail que, lorsque le point {x^ y, z) ddcrit une 
certaine surface S, la surface representee par Tdquation (13), odi Ton 
regarde X, Y, Z comme des coordonn^es courantes, enveloppe une- 
autre surface £', qui est la transformde de la surface 2. Or, si le point 
(a9,y,^) d^crit une surface S dela famille, correspondant hux valeurs 
a, 6, € des param&tres, la surface (13) passe constamment par le point 
X = a, Y =6, Z = e. A la surface S correspond done ce point, 

De mdme, si Ton a une fatnille de courbes 

F(«»yf *; «• *. c) = 0, 

 (a?, y, z ; a, ft, c) = o, 
la transformation de contact ddduite.dcs deux relations : 

4 

F(».y,*:X,Y,Z) = o, 

*(«,y, *;X, Y, Z) = o, 

fait correspondre un point a une courbe de cette famille. Si on a deux 
families de courbes ou de surfaces, d(5pendant chacune de trois parrn*^ 
m6tres, on peut done ramener chacune de ces families k rensemble- 
des points de Tespaco par une transformation de contact convenable, 
et, en combinant les deux transformations, on obtient une nouvelle- 
transtormationf conduisant do Tune des families k Tautre. 

8* Consid^rons maintenant une famille de surfaces $, dependant da* 
trois paramdtresi ou complex^ de surfaces : 

(14) FKy,x;«,ft,c)=:o; 

(1) tqualhM dm premier orrfrt, p, SSI, 
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51 on ^tablii entre les trois paramHres a, b^ e deux relations de forme 
arbilraire, de fagon h ne laisser qu*un seul parain^tre arbttraire, les 
surfaces auroni une surface enveloppe (E), chacune d*elles dtant tan- 
gcnte k Fenveloppe tout le long d*une courbe caractdristique. Si« par 



exemple, on a pris 



bz=zff{a), e = ^{a). 



les caraci^ristiques sent representees par le syst^me des deux ^qua* 
tions 

IF [»y yt ^1^,9 Wi ♦(«)] = ®» 

et on obtiendrait r^quation de la surface enveloppe en dliminant a 
entre ces deux Equations. Toutes ces surfaces enveloppes, qui depen« 
jl dent des deux fonctions arbitraires f et ^^ sont des int^grales d*une 

memo equation aux derivees partielles du second ordre, que Ton 
obtient tr^ simplement comme il suit. 

. Par chaque point d'une surface enveloppe, il passe une surface du 
complexe qui lui est osculatrice, puisque les deux surfaces ont une 
infinite d^eiements communs tout le long de la courbe de contact. 
Exprimons cctte propriete. Les valeurs de p et de ^ sont les memos 
pour la surface enveloppe el pour la surface du complexe ; on a done, 
pour les deux surfaces : 



t1 / « JF . 3F 






4 De plus, pour une certaine valeur du rapport j^t les valeurs de tp et 

de tq sont les mdmes pour les deux surfaces; pour la surface enveloppte, 
a, 6, c restant constants, on a 






\ 
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ou, en d^veloppant : 



(17) 



/a«F , >»F , 5»F , >«F\ , 

/dip ^ip d>P\ 9F 

Pour la surface cnveloppe, on a 

r, t, / d^signant les valeurs des d^rivees secondes relatives k la sur- 
face enveloppe. En dcrivant que ces valeurs de tp et do Iq sent les 

mdmes, et en ^liminant le rapport ^>on parvicntkr^quationsuivante: 

(i8) (|^y(''<~O + Cj-fr-2Bg.+Agl + AC-B»=0, 

en posant, pour abrdger 

3*F J>*F 5»F 

„ J»F , D«F , D«F, 5«F 

5»F i»*F J'F 

On parviendra li Tequation dcmand^e en eliminant a, b^ c entre les 
relations (14), (16) et (18). Pour eflectuer cette Elimination, on pent 
imaginer qu'on ait tirE des trois premieres les expressions de a, 6, e 
en fonction de a?, y, z^ p, q^ et qu*on porte ensuite ces expressions 
dans la dernidre. On obtiendra ainsi une Equation de la forme 

(19) Hr 4- 2ia + U + M + N {ri -- ««) = o, 

H, K, L, M, N ne rcnfermant que a^ y, s^ p, q^ ou, plus gEnErale- 
ment, une Equation decomposable en plusieurs Equations de la formt 
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prte^dente, 81 les relations (14) el (16) fournissent plusieurs eysUmet 
de Taleura pour a, A, «• 

9. Inversemenl, proposons-nous de trouTer toutes les surfaces qui 
satisfoni k Tequalion (19) ; d*apr^8 la fa^on dont elle a M obtenue, 
cette Equation exprime uniqueinenl la propri^M suivanle des surfaces 
integrales : par tout point d'une surface int^grale, il passe une surface 
du oomploxe (14), qui est osculatrice k la premiere. Le long d^une ligne 
d'osculatioUf les param^tres a, 6» e de la surface osculatrice sont des 
fonctions d*une seule variable ind^pendante, dont nous aliens calculer 
les diCUrentielles. Les Taleurs de a, A, c sont d^finies par les trois 
relations : 

F(«, y, ir;a, 6, c) =o, 

1? >F , JF 

quand on se d^place le long d'une ligne d'osculation on a : 

)P dP )F 

JF. ^Fi JF. W 

puisque les valours de ix^ Sy, Is, ^p^ Iq sont les m^mes, par hypo- 
th^se, pour la surface int^grale, et pour la surface du comploxe. On a 
done aussi 

>F^ , ^F^- , c>F. 
^8a+5jS* + 5jte = o. 

>Fi JF. >F. . 

VP^ IF^ OF. 

^a * lb • Jc 

ce qui exige que Ton ait : 

ta s M sslcs. o 
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k inoins que le determinant ne soit nul : 



^^ 



A = 



D(a.6,c) -°- 



Dans le premier cas, la surface du complexes tangente k la surface 
inti^grale, reste la rndme tout le long d*une ligne d*oscuIatioQ ; les sur* 
faces du complexo, tangentes & la surface int^grale, ne dependent done 
que d*un param^tre variable. Nous retrouvons ainsi la solution connue 
a priori. 

Le raisonnement ne 8*applique plus, si les valeurs de a, 6, c, tiroes des 
6qualions P = o, F| = o, F, = o, satisfont aussi k la relation A = o ; 
relimination de a, 6, c entre ces quatre 6quation8 



F = o, F, 



F, = o. 



A = o 



conduit k una relation entre a?, y, jr, p, q^ 



(20, 



* Gv, y, Z, p, q) = o, 



et nous voyons d6j& que toutes les int^grales de Tequation (19), qui ne 
sont pas comprises parmi les surfaces enveloppes representees par les 
formules (15), sont des integrates de Tequation aux d^rivees partielles 
du premier ordre (20). 

10. Rdciproquement, proposons-nous d*examiner si toute integrate 
de requation (20) est aussi uno intdgrale de Tequation du second ordre. 
Cettc relation (20) exprime une propriete de I'element (a?, y, J', p, f), 
dont nous aliens d*abord chcrcher la signification geometrique, 6tant 
donnd un element (x, y, z, p, g), absolument quelconque, on peul 
toujours disposer des trois parametres a, 6, o, de fagon que la surface S, 
representee parl'equation 

F(«fyt r;a, ft, c) = o, 

admetto cet element ; les valours convenablcs de a, ft, c, sont determi- 
nees precisement par les trois equations 






to 



iz 



o. 



u JF , JF 



En general, ces trois equations admetteni un certain nombre de 
systdmes de solutionsi distincts les uns des autres, Mais, si on a en 

IXTtolUTIOM Mt tQOATIOICt, I 



f; 
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in6me tempti 

deaxde ces syst^mesde solutions soni venus se confondro (*). LMqua- 
lion (20) exprime done qne deux de$ Mur facet S du complexe comidird^ 
qui admettent tiliment [a^ y, jr, p, f ), soni confbnduet, II est facile de 
ddduire de \h. que toutes les multiplicit^s M^, compos^es d'^l^ments 
pos86dant cette propri^t^, sont, en chacun de leurs ^l^ments, oscula- 
trices k la surface correspondantedu complexe, en d'autres termes, que 
toute integrate de T^quation du premier ordre (20) v^rifie aussi T^ua* 
lion du second ordre (19). En effet, imaginons qu'oneffectue une trans- 
formation de contact, de fa^on que les surfaces S du complexe de* 
viennent les courbes C d'un complexe de courbes. I^ relation (20) se 
change en une nouvelle relation 

(21) ♦, (a?, y, jr, p, q) =z o 

qui exprime que deux des courbes C du complexe, qui sont (angentes h 
r^l^ment {x^ y, jr, p, q), sont confondues. La proposition qu*il s*agit 
d*^tablir se transforme done en un th6or6me d^montr^ antdrieurement 
(n* 3), k savoir, que les couibes C ont un contact du second ordre avec 
les surfaces integrates de Tdquation (21). En faisantmaintenant la trans* 
formation de contact inverse de la pr^cdente, on en conclut que toutes 
les intdgrales de T^quation du premier ordre <fr = o v^rificnt aussi 
r^quation du second ordre (19), exception faite des int^gralcs singu- 
li^res, s'il enexiste. En general, les surfaces intdgralesde ^fr = o ne 
font pas partie des surfaces enveloppes representees par les formules 
(15) ; la relation ^ =: o constituc done une inUgrale singuUbre du pre* 
mier ordre de T^quation du second ordre (19). 

11 • ExBMPf.B I. — Supposons que le complexe de surfaces soitform^ 
par Tensemble des plans 

F («, y, jr; a, *, c) =s jr + a« + 6y 4- c = o; 

(I) Si d«nf let Equation t Fs o, F| » o, F^ = o, on regarde x, y, ;, p, q comine 
donn^f el if, A, e comine dei coordonn^et r oiirantet, cet troii Equations repr^scntcnt 
Irolf furfarei, dont U faut cherchcr 1m points communn. SI, en un de ces jiointt 
(«, A, €\ on a A r= o, let plant tangentt aiix troit tiirfacet te conpent tulvant one 
m^me droile; lea turfacet ont done deux poiiitt couimunacunfondut en («, A, c)« 
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les Equations (16) et (17) deviennent ici 

a + p = 6, 6 + ^ = 0, 

1 es deux demidres Equations ne renferment pas a, 6, c, et, en eliminant 
le rapport r^ entre ces deux ^quations,on est conduit kTequation connue 
qui caracl^rise Ics surfaces d^veloppables 

rl — J* = o ; 

Dans le cas actuel, le determinant A se reduit k Tunit^; il n*y a done 
pas de solution singuli^re, 

12. ExBMPLB II. — Consid^rons Tenseinble des spheres de rayon 
constant R : 

F = (a? ^a)« + (y — 6)« -f (-8- — <•)« — R« =: o; 



• • 



on a ici 

F| = (a? — a) + (j' — c) p = o, 
Fj = (y — *) + (-«— c)g = o, 

et r^quation (18) devicnt 

(,_c)t(rt_^)+(r_e)|(i+f/)r-t-(l+p«)<-2M.j+ 1 -t-p«-t-y«=o. 

On tire des premiftres relations 

db R 



jr — e =s 



V'l +P' + «» 



et, en portant cette valeur de x — e dans la demidre, Ton est conduit k 
r^uation 



(22) R»(W-««)+RVl+P*+J*}(l+?»)r+il+P»)<-2/)9«|+(l+p»+?»}' 



On aid 
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20 # CHAPITRB I 

relimination de a, 6, c, enlre Ics quatre Equations 

^^ _^ ^^ * 

F = 0| F| ^= o, F^ ;^ 0| A ^ o, 

conduit k r^uation du premier ordre 

(23) i4-p> + 7'=o. . 

qui constitue bien une integrate premiere de r^quation (32), car on tiro 
aussi de la relation pr^cMeute : 

ri — $^ =r o. 

On voit done que Tint^grale g6n<5rale de T^quation (22) so compose 
de surfaces enveloppes d*une sphdro de rayon K, dont le centre ddcril 
une courbe gauche arbitraire ; I'intcgrale sfngulidre du premier ordre 
d^finit les surfaces developpables qui passent par le cercle k Tinfini. 

Remarque. — L'^quation (23), dtant mise sous forme enti^re, se 
compose^ en r<Salit6, de deux Equations lincaires en r^ t, /, ri — «*, quo 
Ton obtient en prenant successivcment les deux signes devant le radi- 
cal ± V* 4- P* + 9^* Une int<^grale doit annular un de ces facteurs ; 
mais, si on a 1 -|- p' + ^* = Oi c*est-k-dire si on consid^re une solu- 
tion singuH^re, ces deux facleurs lincaires sont identiques. Cesl Ik un 
fait general. Rcportons-nous, en elTet, k la formation de Tequation du 
second ordre ; on tire les valours de a^ ft, c des Equations 

(24) F = o, F, =o. F,=:o 

pour porter ces valours dans V^quation (18) (n* 8). Supposons, pour 
fixer les id^s, que les Equations (24) admettent un nombre fint de sys« 
t^mes de solutions, p, par exemple. En portant ces valours de a, 6, c 
dans la demi^re equation (18), on obtient une Equation du second 
ordre (E), qui est, en r^alit^, le produit de p facteurs lincaires en 
rt — ^, r, s, t. Pour une int^grale quclconque, un soul de ces fac« 
teurs est nul, en g^njral ; mais, pour une intdgrale singulidre, on a vu 
que deux des syst6mes de solutions des ^nations (21) sont venus se 
confondre. Par cons^uent, deux des facteurs lindaires de r6quation(E) 
doivent £tre identiques, et s*annuler en mdme temps. 

18« ExBMrLB III. — PrenonSf d*une manidre plus g^nt^rale, un com- 
plexe de surfacesi se di^duisant d^une surface donnte par une trans- 
lation, d*ailleurs quelconque (*) ; ces surfaces sont repr^scnttes par une 

(*) Mo2(OB, AppUeatUn d$ tenalyte k ia giomHrit^ % Xlll. 
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(25) 



F (a? — a, y — *, jr — c) = o. 



Les surfaces enveloppes de cette famille de sarfaces, quand on ^tablit 
entre a« 6, o deux relations de forme arbitraire, satisfoni h une Equa- 
tion aux derivEes partielles du second ordre, que Ton obtiendra par la 
methode generate expos6e plus haul. On rcmarquera que les quatre 
equations, cntre lesquellcs on doit iSliminer a, 6, c, ne renferment que 
(D — a, y — 6, jr — Cf de sorte quo T^quation, k laquelle on parvtent 
ainsi, ne contient que les derivccs p, g, r, «, t, Cette Equation du second 
ordre admet une intEgrale singuli6re du premier ordre, qui s'obtiendra 
eomme il suit : les trois Equations 



F=o, 






c^F , >F 

5^ + ^ir:-o 



iz 



permettent d*exprimer x — a, y — b, z — c au moyen de p et q, Ima* 
ginons, par excmple, que Ton tire w — a et y — ft de deux de ces, 
Equations, el qu*on porta ces valours dans la troisiEme; on a une 
equation entre p^ g^ ^ — c, et, pour obtenir TintEgrale singuliEre du 
premier ordre, il faudra Ecrire que cette equation en z — c a une raciae 
double. La condition k laquelle on arrive : 

definil des surfaces developpables qui coupenl le plan de Tinfini sui* 
vant une memo courbe, qui est prEcisEment la courbe d'intcrseclion des 
surfaces du complexe arec le plan (j|^rinfini. 

14. CxEMPLB IV. — Appliquons encore la methode gEnErale II lai 
solution du problEme suivant : Diterminer une surface^ connaissani un0 
relation entre les quaire parametres (Tune des deux sphh^es osculairices 
en chaque point (<)• 

Soil 

F = («-.)» + (y- w« + u - -r)' - R' =«. 

m 

• ' « w 

 • • • . 'm 

TEquation d*unc spliEre osculatrice, et 

(i6) , /- (*. P, 7. R) = o ' 

la relation qui lie les quatre paramEtres «, p« yi R. 
(I) Dahsoux, SoititioHS simgutikres^ et«., p. Sit* 
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Les spheres de ceita esp^ce forment un complexe de spheres, oar on 
peui imaginer qno de r^quaiioa ^=: o, on ait ilri an des quatre para* 
metres a, p^ y, R^ en fonction des troia autres. Le probl^me propose 
n^est done qu'un oas particulier de la question g^n jrale qui vient d'dtre 
traitte. En terivaht que les quatre param6tres d*une des spheres 08ca« 
latrices k una surface saUsfont k la relation ^ = o, on est conduit k 
une ^nation aux d^riv^es partielles du second ordre, dont Tintigrale 
g^n^rale se compose de Tenveloppe des spheres : 

quand on jtablit entre a, p, y, R deux autres relations arbitraires 

f (oi, p, Y, R) = o. ^ (a, p, Y» R) = o. 

Cette solution £tait ividente a priori^ mais T^quation du second 
ordre admet une mUgraU tingulikre du premier ordre, qui donne la 
veritable solution du probl6me propose. Pour obtenir cette int^grale 
singuli^re, consid^rons les ^nations 



P| = (*—«)+ P (* — y) = o, 

r(., p, T,R) = o 

qui d^terminent «, fl, y, R en fonction de iv, y, x^ p, q, Imaginons, par 
exemple, qu*on tire p, y, R de troi#de ces relations^ et qu*on porta les 
valours obtenues dans la quatri^me, on a une Equation entre x^y^ x^ p, 
g et a ; on aura la solution singuli^re du premier ordre, en ^crivant 
que cette ^nation en a a une racine double. 
Si la relation ^ = o ne contient pas R, cette Equation 



(i7) 



/"(«. P. t) = « 



reprteente une surface (S), etle probl^me propose pent s*fooncer ainsi : 
Ddterminer U$ twfacu doni lei eentretde eourhwrt de tun des Myitkmet 
ioni situii sur la swrfdee (S). L*int^grale g6ndrale est formfo de sur- 
faces enveloppes de spheres, dont les centres dforiveat une eoorba 
quelconqua do la surlkoe (S). 
Pour avoir la signification de TintAgrale siagulidra du premier 
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ordre» remarquons que les ^ualions : 
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P| = («^ — *)+!>(* — y)= o» 

qui d^termineat «, p^ y en foncUon de »^ y, t^ p, 9, soni aussi cellesqui 
donnent les coordonn^es des poiats de rencontre de la surface (S) aveo 
la normale k Til^ment («, y, jr, p, q)^ men^ par le point (o^, y, jr). On 
obtiendra done Fintegrale singuli^re du premier ordre» qui donne la 
veritable solution du probl6me» en chercbant les Burfacet dont les nor* 
mahs sonl tangenies A la surface (S). On sait que ce probl6me est iqui* 
valent k celui-ci : Diierminer les lignes gMUsiques de (£)• 

15* Toute Equation aux d^rivdes partielles du second ordre, appar- 
tenant & Tune des classes que nous venons de consid^rerf peut se 
ramener, par une transformation de contact convenablCi k Tiquation 
aux deriv^es partielles des surfaces d^veloppables s^ — ri = o, .On a 
vu« en efibt (n* 7), que toute famille de multiplicitis M| (courbes on 
surfaces)^ ddpendant de trois paramdtres, se change, par une transfor- 
mation de contact convenablement choisie, en une nouvelle famille de 
multiplicil^s M^, compos4e de Tensemble des plans. Par eetle transfor- 
mation, toute surface osculatrice, en chacun de ses elements, k une 
multiplicity M|,se change en une surface osculatrice, en chacun de ses 
jl^ments, k un plan, c*est-k-dire en une surface d^veloppable. L'4qua« 
tion aux d^rivtes partielles du second ordre, correspondent k la famille 
de multiplicity Mj, devientdonc,apr^s la transformation, s^ — riz=2 o. 

Remarque. — 11 peut parattrc paradoxal, au premier abord, qu^une 
Equation du second ordre, qui admct une integrate singulidre du pre- 
mier ordre, se change, par une transformation do contaat, en une nou- 
velle Equation s^ — r< = o, qui n*admet plus d*int6grale singulidre du 
premier ordre. Cela tient a ce que les formules, quid^finissent la trans- 
formation, deviennent illusoires dans le voisinagedes Elements qui satis* 
font k r^quation du premier ordre ^ = o, qui repr^sente Tint^grala 
singulidre. Un faitde m£me nature se pr^sente d^jk pour les dquatioas 
de premier ordre, puisqu*on a vu, qu*itant donn^es deux ^uaiions 
quelconques du premier ordre, k un m£mc nombre de variables ind4« 
pendantes, on peut toujours passer de Tune k Tautre, par une transfer* 
nation de oontacl(*). 

 • , • • 

(1) tquaiions du premUr ordrt^ p. t9C 
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16« Les Equations que nous venons d*^tndier ne forment qu^une caM- 
gone tout k fait particuli^re, parmi lea Equations Itndaires en r, «, t^ 
rt — ^ ; on verra, au chapitre suivani, comment on peut reconnattre 
si une Equation donn^e de cette forme appartient h laclasse preci&dente. 

On a reeonnu directement, pour ces Equations, qu*il existe un ou 
plusieurs systdmes de formules, reprdsentant toutes les integrates de 
Teauation propos^e. Mais c*ost \h un fait tout exceptionneh 

Etant donn^e une ^uation quelconque du second ordre, rien ne 
prouve, a prtori, qu'il existe un syst6me de formules pouvant representor 
toutes les intdgrales de cette Equation, quand on altribue aux fonctions 
arbitraires, qui figurent dans cos formules, toutes les formes possibles. 
II est done n^cessaire de donner un sens precis k cette expression 
que Ton emploie k cheque instant dans cette thdorie : Que faut-il en- 
tendre par int4grale giniraU d*une Equation du second ordre 



(28) 



F(»fyi^,Pi^i»'»*. = 0; 



nous adopterons la definition que M. Darboux a deduite des travaux 
de Cauchy. 

Proposons-nous d*abord le probleme suivant, que nous appellerons, 
pour abr^ger, le problhne de Catteht/, parce qu'il est intimement lie, 
comme on va le voir, aux travaux de Tillustre geometro sur Texistence 
des fonctions integrales. latent donnee une equation du second ordre 
de la forme (28), cherchons k determiner une surface integrale passant 
par une courbe donnee C et tangcnle, tout le long de cette courbe, k 
une developpable donnee D. En un point de C, a?, y, jr, p, q sent des 
fonctions connues d*une variable auxiliaire ; les valeurs de r, s, i, en 
un point de cette courbe, doivent satisfaire k Tequation (28) et aux deux 
equations 

dp = rdw -\- jrfy, 
$da -|- My, 



(29) 



j rfp = 
I dq = 



la lettre d indiquant des diflerentielles prises par rapport k la va- 
riable auxiliaire 0. Ces trois equations admettent, en general, un cer* 
tain norobre de solutions communes en r, t, / ; supposons que, pour le 
systeme choisi, le determinant fonctionnel des trois premiers membres 
par rapport k r, «, f, c*est-k 



Ass 



dm dy 6 
o dm dy 
R S T 



= Idsfl — Sdm dy + l^dy\ 
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oii on a posi 






ne soil pas nul. On peut alors ddterminer sans diflicult^ les valeurs de 
toutes les deriv^es successives do z par rapport k a? et & y, en un point 
quelconque de la courbe C. Ainsi, supposons qu*on ait obtcna les 
valcurs de toutes les d^riv^es jusqu'& celles de Tordre n inclusivement. 
Pour calculcr les d^riv^es d'ordre n -|- * i nous aurons (n -f- 2) Equa- 
tions lindaires, k savoir les n Equations qu*on obtient en difTcrentiant 
n — 1 fois TEquation proposEe par rapport k a; et k y, et les deux Equa- 
tions qui donnent rf"p et df^q. Le determinant de ces (n + 2) Equations 
linEaires est 



Ai = 



«to* ndaf^~^dy 



"^"~*^ <fa''"«rfy« rfy- 



o 

R 





S 
R 



ndiB^~*dy 
T 
S 




T 



ndxdy*'* 


rfy» 








0- 










on peut vErifier, comme il suit, que Ton a 

A, = (Tcfa?» — S rfa? cfy + R^y«)« ; 

dEsignons par a et p les ractnes de TEquation 

T«» 4- S« + R = o, 

et multiplions les elEments de la deuxi^me colonne du dEterminant A| 
par a, ceux de la troisiEme par a', etc., puis ajontons k ceux de lapre- 
miEre colonne. On voit ainst que A| est divisible par {da -^ «^y)*« et on 
verrait de mEme qu'il est divisible par {dx -f ^y)*« D*ailleurs, le coef- 
ficient de {dx)** est le mEme dans A, et dans {Tdx^ — Sdxdy 4- R^'y')* ; 
done les deux poIynAmes sont identiques. Par consEquent, si 
Tdas^ «- Sdxdy + ^^y* ^'^^^ P^^ ^^h on dEtcrminera de proche en 
proche, sans ambiguitE possible, les valeurs de toutes les dErivEes suc- 
cessives de z par rapport k x et k y pour un point de la courbe doii* 
nEe. II ne peut done exister qu^une seule intEgrale satisfaisani aax 
conditions prEcEdentes, et dEveloppable en serie entiEre dans le voisi- 
nage d*un point de la courbe donnEo (nous ne considErons d^aiUeurs id 
quo de pareilles intEgrales), . < 
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17« Pour d jmontrer que la 86rie entidre qae Ton forme ainsi est con- 
vergente, a a moins dans an certain domaine, il sutfil d'employer la 
tTansformaiioQ suivanle. Supposons que, dans le voisinage d*un point 
(^01 S^of '•) ^^ ^ courbe donndo C, lea ^qaations de cette conrbe soient 
mises sous la forme 



(30) 



y = r{«\ ^ = t(«)» 



f[a)) et f (.t) itant d^veloppables en series en litres dans le votsinage 
de a; = x^, Prenons trois nouvelles variables X, Y, Z» litos aux variables 
primitives oo^ y^ z par les formales 

(31) « = X, y = /'(X) + Y. x = t(X) + Z; 

la relation dx — pd!» — qdy == o devieni 

f (X) rfX + rfZ = pJX + ^ { dY+r' W rfX }, 
et on en ddduit les valeurs des d^rivdes premieres r^ » cy* 



(32) 



5|=i> + «r(X)-t'(X). 



3Y = », 



d'oik on tire iaTersement 



(33) i> = 5| + f(X)-^r(X), ,=||. 



I 



Des relations 




. 




rfp 


= r<to-|-*«'y» 




rf? 


= «(£v -f- '''yi 


on tire de mAme 








3*Z 


>»Z J»Z 




JX»' 


>x>y' jy» 



)*Z 



55g=r+2./'(X)+<|r (X)JM-«r(X)-»' (Xj, 
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'•=^-VW,-^ + 5?.|r(X){*-||r(X) + <(X). 



(35) * = 



JXJY ^ JY 



< = 



JY» 



Par C6 cbangcmeiit de variables, I'dqnation proposd« 



m 



F [x, y, jr, p, y, r, t. /,) = o 



se change en une nouvelle Equation 



(37) 



V ^X' JY' 3X»' >XJY' jy*/ — 



et on v^rifle ais^ment, d'aprds les formules pr^c^dentes, que Ton a 
ideDtiqaenient 

(38) '^di,*-'^Acdy + '4-dx* 



dr 



it 



Ji 



it 



/a«z\ *"'* " ^ / j«z \ ''^''^ + r7a?z\ ''^'• 



Voyons ce que deviennent les conditions aux limites; Tint^grale 
cherch^e jr =t= ^ (j?, y) doit contenir la courbe C, representee par les 
equations (30) et, par consequent, la fonction correspondante Z doil 
8*aunuler pour Y = o. D'autre part, puisque le plan tangent est donne 
tout le long de la courbe C, q est une fonction connue de d9, et, par 
suite, Q est une fonction connue de X. On est done ramene au probleme 
suivant : 

Ddimnniner une inUgrale de riquation (37), 9e riduitani A zdro pour 

iZ 

Y =: o, ei doni la ddrivde ry se riduii en mime tempi d une fonciion 

connue deX. 

Puisque la courbe C correspond, par la transformation employeey k 
Taxe des X, on a, en vertu de Tidenlite (38), le long de Taxe des X, 



)P )P dP 

jpdjf^-j^dxdy^-^dx^^ 



a 



m 



d\*; 



', 



t  



1 

♦' 
.« 






"> i 
>■ I 

r . 



i 



I 

f 

•i 



'  






V 



i: 



\ 









S8 



CHAPITRE I 



comme le premier membre de cette ^galtt^ est different do .s^ro le 
long de la courbo C, par hypothise, on en conelut que la d^riv^ . 



n*est pas nnllo non plus poiir les conditions initiales. Par consequents 

on pout supposor T^qualion (37) r^solue par rapport & ry^i ei lui appli- 

quer le th^rdme g^n^ral de Cauchy (*)• 

II resulle de ce theor^mo que Tdquation (37) admct une int^grale 
d^veloppable en s^rie cnti^re, et satisfaisant aux conditions initiates ; . 
r^quation (36) admet done aussi une intdgrale holomorpliOf satisfaisant 
aux premi6res conditions donndes. 

18* Cela pose, nous dirons qxCtine ihtigrale est gdnSrate, si Fon peui 
disposer des arbUraires quiy fitjurent^ fonctions ouconslanlesennomhre 
> iliimiti^ de manibre d retrouver les soluiions donl les ihiorbmes de Cau" 
chy nous dimontrent Vexistence, c'est^d^dire de manibre A aitribuer a ia 
fnnction inconnue el A tune de ses dirivies premibves des vafem^ se smc» 
cManl suivant une loi continue fjuelconqtte^ donnde d Favance^ pour 
tous les points dune courbe (^). 

En langage g^ometriquc, i1 est evident que les conditions prdc^dcntcs 
reviennent k se donner une courbe, situ^ sur la surface int^grale 
cherch^e, et le plan tangent h cette surface tout le long de la courbe 
donnde. L'int^grale generale, telle qu'clle vient d*£trc definie, donne 
niicessairemcnt toutes les integrates de T^quation considerdo, dont le 
th^ordme de Cauchy nous demon! re Texistence; niais il pent arriver 
qu*elle ne repr^sente pas toutes les inl^gralcs de cette Equation. 

Pour fixer les id^es, supposons que le premier membre de Tdquation 
proposte 



(39) 



F («i y» *» P» 9f »". *i " o 



soit un.polynAme, ou, plus gen^ralement, une fonction entiere^ ration- 
nolle ou transcendante, des variables x^ y, jr, p^ q^ r, s^ i. Soil 



(40) 



jr =  (», y) 



(1) tquathms du premier ordre, p. 12. 

(<) Damoox, Ls^ms sur la thioris ginhvle det surfaces^ 1. 11, p. 9S. 
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uneintegrale de cette ^qualion. Appelons S la surface repr^sentde par 
requation (40), el prcnons sur cctte surface une courbe C absolumeni 
quelconquc. Le plan tangent k la surface S le long de la courbe C enve- 
loppe une surface developpable D. Le theor^me de Cauchy nous 
apprend qu'il existe une inlegrale de Tequalion (39), qui contient la 
courbe C, et qui est tangenle k la developpable D, le long de cette 
courbe, a moins que Ton n^ait, tout le long de la courbe C, 

(41) UrfyV— S ^a?r/y4^T<to> =0, 

L'integrale jr = «fr (a;, y) est done une de celles dont le tlieor^me de 
Cauchy nous demontre Texistence, sauf si la condition (41) est v6ri(i6e, 
quelle que soit la courbe C situee sur cette surface, c'est-a-dire si l'in- 
tegrale «fr (j?, t/) satisfait, en m^me temps, aux trois equations 

R = o, S = o, T = o. 

De telles inldgrales, s*il en exisle, sont appel^es intigraleM iihgu* 
litres. 

19. Nous aliens appliquer ces generaliles aux Equations ^tudiees au 
debut de ce chapitre. Reprenons, par exemple, les surfaces a trois para- 
mdtres (S), representees par une equation 

F(a;, y, z;a,b,e)=zo. 

Quand on clablit deux relations de forme arbitratre entre ces trois 
parametres 

nous avons vu (n*8) que les surfaces enveloppes, representees par les 
formules 

/ F [x, y. z;a,f (a), •{. (a)] = o, 

verifient, quelles que soient les fonclions arbitraires f et ^, une mdme 
equation aux derivees partielles du second ordre (E). Lea formules (42) 
represeutent Tintegrale generate de requation (E), telle que nous 
venons de la defintr. En effet, considerons une courbe gauchoi tout k 
fait arbitraire C, et une surface developpable D passant par cette courbe. 
Nous pouvons disposer des trois parametres a, b^ e dont depend la sur* 
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face (H), de fagon que ceite surface soil tangente k la developpable D en 
tin point donne M de lacourbe C. Lorsque le point M parcourt la eourba 
C, la sarface (S) ainsi d^termin^ ne depend que d'un param^tre 
variable; la surface S qu^elle cnveloppe qui est, d*apr68 ce qu'on a* 
Tu, une integrale de r6quation(E), satisfait ividemment aux conditions 
de Cauchy, c'est-&-dire qu elle est tangente k la d^veloppable D tout le 
long de la courbe C 

On a TU aussi que T^quatton (E) admet en g^n^ral, une infinite, d'int6- 
graleSf qui ne sont pas comprises parmi les surfaces enveloppes (42)9 
et qui verifient une ^nation du premier ordre 



(43) 



 (*»y.^iP» j) =0; 



Q est facile de montrcr que ces inl^grales satisfont bien k la definition 
prteMente des int^grales singuli^res. En elTet, on a remarqui que, 
r^quatton du second ordre (E) dtant, mise sous forme enti^re, le pre* 
mier membre de cette Equation est le produit d'un certain nombre de 
facteurs lin^aires en r, «, f, rl — s^ ; pour une integrale de I'^quation du 
premier ordre ^ =: o, deux de ces facteurs lin^ires sont nuls en mdme 
temps (n* 12) et, par suite, les derives partielles 



^F 



JF 






sont nulles aussi pour cette int^g^ale. 

Remarque. — Si le premier membre d*un6 Equation du second ordre 
n'est pas mis sous forme d*une fonction enti^re de 09, y, jr, p, f , r, «, I, 
elle pent admettre des integrates singuli^res sous d'aulres conditions. 
Cost ce qui arrive rait par exemple, si dansle voisinagedetout syst^me 
de valeur {x^^ y^, jr^, p^, q^^ r^, «^, Q convenant k une integrate, le pre- 
mier membre n*etait pas une fonction holomorphe. II est clair que le 
th^or&me de Cauchy ne peut pas demontrer Texistence d*une pareille 
integrate, Ainsi I'^quation des surfaces canaux formee plus haut 
(n* 12) admet pour integrates singulidres toutes les integrates de I'equa- 
tion du premier ordre 

Dans tout le cours de cet ouvrage, nous aurons surtout en vue de 
rechercher les integrates d'une equation du second ordre, dontle theo- 
rdme de Cauchy nous demontre Texistenoe, bien plutAt que d^obtenir 
un symbote plus ou moins complique, propre k representor toutes tea 
integrates, symbote dont nous ignorons a priori ta possibilite, A un 
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probl^me un pea vague, sa trouve ainsi Bubslita^ un probl^me beaucoup 
pins particulier, onais qui a ravantage d'etre bien di^fiui. Je dots ajou- 
ter que la question sera considerio comma r^solue, toutes les fois qu'on 
aura r^ussi h. en ramener la solution k rint^gration d'un ou de pla« 
sieurs syst^mes d'^quations diffdrentielles ordinaires. 

20. On dit souvent que Tintegrale generate d'une Equation aux d^ri« 
v^es partielles du second ordre k deux variables ind^pendantes depend 
do deux fonctions arbitraires d*une variable, Cette expression un pea 
vague ne doit pas £tre prise k la lettre, PrenonS| par exemple, T^ua* 
tion 

une inl^grale do cette Equation est compl^tement d^termin^e, si elle 
est assujettie k se r^uire, pour a z=:w^^ k une fonction donn^e de 

y%f^y\ tandis que la d^riv^e premiere C" se r^duit, pour la m^me 

valeur de a?, k une autre fonction donn^ de y, 9 (y). On pent done dire 
que Tintegrale g^n^rale de Tequation (44) depend des deux fonctions 
arbitraires / et 9. Mais on peut se poser la question autrcment: suppo- 
sons qu'on veutUe oblenir une integrate de requation(44)f se reduisant, 
pour y = Voi ^ ^"^ fonction donn^e •} (a;), qui est, par exemple, holo- 
morphe dans le voisinage de la valeur x = x^. Les coefPicients du 
developpcment en s^rie enlidre, dans le domaine du point [x^^ y^), 
de rintegrale cherchee, sont corapldtement d^termin^s par la condition 
initiale. En elTet, on connatt immddiatement les valeursde jr et de toutes 

les d^riv^s ^^ pour a? = op^, y = y^ ; si on dill^rentie les deux membres 

de Tequation (44), un nombre quelconque de fois pur rapport It jp, ei 
qu*on fassc ensuite d9 = o?^, y = y^, on a toutes les d^riv^es 

y — Vf 

exprim^s au moyen des pr£c<identes. En diffc'rentiantles deux membres 
de r^uation (44), une fois par rapport liy, et un nombre quelconque de 
fois par rapport k a?, on obtient ensuite les valeurs des d^riv^es 

. y = y#f 

et ainsi de suite. On voit done qu*cn operant de la sorte, on peut dire 
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aussi que Tint^grale g^n^rale de r^quation (44) depend de la seule (one- 
lion arbitraire ^ («)• 

Les dcax r^sultats ne son! contradictoires qu*en apparence. En effet, 
se donner nne fonetion arbitraire d*une variable revieni k ae donner 
une suite simplement infinie de coefficients 

(A) *• + ^1 + *i + ••• + *•"!" ••• 

pnisque nous ne consid^rons quo dcs fonctions analy tiques, par example 
les coefficients du d^veloppemont en sdrie enti^re de cette fonetion; se 
donner p fonctions arbitraires« c*est se donner p sines de cette esp^ce 

*• + *i + ••• + *« 4" ••• 
.gx I <?o + ^1 + ••• + <^« + — 

*f -J" i% -7- ••• "T •« "7" ••• 

Or, on sail qu*^tant donn^ un tableau tel que (B), on pent toujours 
disposer les nombres de ce tableau en une seule s4rie, de fagon que 
chaque nombre de ce tableau arrive k un rang d^lermin^, et inverse- 
ment, dtant donn^ une s^rie telle que (A), on peut toujours disposer les 
termes de cette s^rie en un tableau tel que (B). Autrement dit, on 
pent toujours ^tablir une correspondence univoque entre les termes 
d*une s^rie (A) et les termes d*un tableau (B) & un nombre quelconque 
de lignes. Par exemple, si p = 2, on pourra former le tableau (B) en 
mettant dans une ligne tons les termes do (A) d*indtce pair, et dans une 
autre ligne tons les termes d*indice impair. On vott done que, se don- 
ner une fonetion arbitraire, ou se donner p fonctions arbitraires, cela 
revient dans les deux cas k se donner les termes d'une s^rie arbitraire ; 
le degr^ de g6n^ralit£ est au fond le m£me dans les deux cas. 

La seule conclusion que nous voulions d^uire de \k pour le moment, 
e*est que, pour reconnaltre si une int^grale est generale, il ne suffit 
pas de compter le nombre de fonctions arbitraires qui y figurent. I^e 
criierium qui se d^duit des th^or^mes de Cauchy est toujours lo moyen 
le plus sAr de reconnaltre le degr^ de g^n^ralit^ d*une int^grale don- 
nte a priori. Ainsi, pour T^uation (44) cit^e plus haut, on connatt 
depuis longterops une formule donnani l*int6gralo genirale 






ne dependant que d*une fonetion arbitratre f (*)• 
(I) Aarftiii, Journal de FteoU polytechnlqu^^ XYll*caliKer, p. IS. 
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21. La m6thode d*ini^gration des Equations consid^rdes au d^but da 
ce cliapttre coasittuef en un certain sens, una generalisation de U 
methode de la variation des constantes arbitraires. £tant donn^e la 
facility avec laquelle la connaissance d*une integrate complete d*ane 
equation aux derivdes partielles du premier ordre conduit k I'integrale 
generate, ii semble qu*on pourrait esperer que la memo theorie, con« 
venablement generalisee, permettrait aussi d'obtenir aisement Tinte* 
grale g^neralo d'une equation du second ordre. Nous aliens voir qu*il 
n*en est rien. 

Toute fonction de deux variablesi qui depend de moins de cinq para* 
metres, satisfait k une infinite d'equations aux derivees partielles da 
second ordre; par consequent, une inUgrale complete d*une equation 
du second ordre doit renfermer cinq parametres. Soit done 



(45) 



* (»i yi ^; «o «ij «j» «4i «•.) = o 



une relation definissant z en fonction des variables «, y, et dependant 
de cinq constantes arbitraires a,, a^, a,, a^, a,. De I'equation (45) on 
deduit, en differentiant, par rapport a a; et a y, les cinq relations sai« 
vantes entre les derivees du premier et du second ordre p, g, r, <, I, 






(46) 






djr 



5^ + «^ = <»' 












= o, 






L'eiimination des cinq parametres Ap a^, a,, a^, a^, antra lea six 
equations (45) et (46), conduit en general k une seule relation entre 

«• yi ^1 Pf ?•*••«. ' 



(47) 



F («i yi <^t Pi g. r, «, I) -rt o; 



'. 



la fonction dcfinie par la relation (45), do(k on est parti, constitue une 
integrate complete de cette equation. Poar en dednire toules let 
autres integrales, remarquons que requation (47), provenant de TeiU 
mination des parametres a/ entre les equations (45) et 46), exprime la 
propriete suivante des surfaces integrates : en tout point d^une surlkee 
integrate, lea equaiions (45) et (46) admettent an systi&me de solutioiia 
nriasATiov ms iQOATMxt. I 
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communes en a^^ a^, a,, a^, a^. En langage geomdtrique, cela vent dire 
que, par tout point d*une surface int^grale, on peut faire passer une 
int^grale complete, ayant un contact du second ordre avec cette surface 
integrals. La question qu*il s*agit de r^soudre peut done s*6noncer 
ainsi : Quelles rehUions faut-il ilablir entre les cinq paramklres a^^ a^^ 
a,t ^4, a,, pour que la surface enveioppe de la famiUe de eurfacet amsi 
ohienue aii^ en chaque pointy un coniaci du second ordre avec la surface 
enveloppSet 

Nous trailerons auparavant le probl^me pr^liminaire suivant : J^tant 
donn^e une famille de surfaces k un ou deux paramdtres, quelles sent 
les conditions n^cessaires et sufBsantes pour que la surface enveioppe 
de cette famille ait, en cheque point, un contact du second ordre avec 
la surface envelopp^e? Prcnons d*abord une famiUe de surfaces k un 
param^tre 



{«) 



V(»,y, JT, «)=o; 



la caract^ristique est d^finie par les deux relations : 



(48) 



V=o. 



5V 



'.ty 



En un point de la surface envelopp6e, lea valeurs de p, q, r, «, t, sont 
donn4es par les relations 






3V . JV 

5n + 4jJ = o, 
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» + 2gr 5:3^ + q* 
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poor la surlace enveioppe, « et a doivent £tre oonsidiries comme dot 

fonctions de a. Les derivdes partielles du premier ordre ?£> r^« r-t r- 
s'obtiennent aa moyen des relations 



(81) 



•(51J 



jw + J* a» •" .*• ay + JxJy — ®' 
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dont les premieres montrent que Ton a ^ =: p, r— = f . Quant anx 

valeurs de ^> T~^> y~i' i^latives k la surface enveloppe, on les obtient 
en diiTuSrenliant de nouveau les formules (51), co qui donne : 



3fV 



Dy» + * JyJ* Jy "*" is* \2>y) + J>« Jy» + [jfa^j/ "*" 3«D* Sy^ 2>y "" * ' 



: 



: 



pour que les valeurs des d^riv^es secondes soient les m^mes pour la 
surface enveloppe et la surface enveloppde, il faudra done que Ton ait, 
en chaque point de contact, 









car on ne peut avoir ^ = o, ^ =: o en tons les points de la surface 

enveloppe. Les deux conditions precddentes^se reduisent, d'aprfts les 
formules (52), k la relation unique 



(54) 



yy 



= 0. 



Pour que les deux surfaces aient un contact du second ordre en 
tons les points de la caract^ristique, on doit done avoir, en tons les 
points de cette eourbe. 



V = o, 






sso, 



yy 



. » • 



r^limination de x et de a entre ces trois Equations doit conduire k nne 
identtti. 

On peut remarquer que les equations (53) ont une signification gte« 
mitrique dvidente ; elles expriment que les deux surfaces 
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otk Ton regards a comme ane constanie, sont tangentes toat le long de 
la caracterisiiqao. 

Si Ton consid^re maintenant une famille de sarfaces k deux para* 
mitres . 

V (a?, y, r, a, 6) = o, 

* 

la surface enveloppe est difinie par les trois ^uations : 



,| (M) V = o, ^ = 0, ^ = 0, 



I oik Ton coasidire Jt^ aeib comme des fonctions de « et de y. En repro- 

J nant les mimes calculs que tout a Theure, on irouve que les condi- 

I tions nicessatres ei sufBsantes, pour que la surface enveloppe ait, en 

chacun' de ses points, un contact du second ordre avec la surface 
enveloppie correspondante, sont exprimies par les trois relations 
suivantes : 



?!Y /?£V J. « i!I ^ ?!*. a. ^V^V 

JV** V W ^^^ ^» to + D6« VW ^ ^' 

^ ' 15aMj?Dy + JaW\to;)y + Dytoy"'' J)6«}a?c>y"'®' 

Da« \5y/ "** JaJ)6 Jy ^y + W« W ""/^V- . 

Nous pottvons considirer ces relations comme trois Equations 

^ty jiy i*V 

liniaires et liomogincs en t-ji r-r?) ^r;-; en diveloppant le ditermi« 

nant de ces Equations, on trouve qu*il a pour valeur : 

• 

\tody dy ix) * 

- ^ • • • - 

et, par consequent, il ne pent 6tro nul dans le cas o(k nous nous plains* 
Les iqu.aUons (56) entralnent done les suivantes : 






>»v 


J«V 


J»V 


>a«-'' 


J«>*-** 


>»? ^ *' . 




•• ••' • 


•- • • .• • • „.■',. 



m 



pour que la surfaee enveloppe ait, en cliacun de ses points, an contact 
du second ordre avee la surface enveloppie, il faut que ces relations 
aient lieu en mime temps que les relations (55). 
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Cela po84» soil 

(58) * {x, y, jr; a. a,, a,, a4, aj = o 

r^quaiion d*une famille de surfaces k cinq param^tres. Si on ^taUii 
quatre relations entre ces cinq paramdtres, il ne reste plus qu*un para* 
mdtre variable; on pent supposer, par exerople, qu*on ait pris pour 
^st ^3* ^41 ^11 ^^^ fonctions de a^. Pour que la famille de surfaces ainsi 
obtenues ait un contact du second ordre avec son enveloppe, il faut, 
d*apr6s ce qui prdc^de, que Ton ait en tous les points d*une caract^ris- 
tique 

(59) *==o, j- = o. ^ = o, 

les derivdes r— » r-r diant prises en regardant a^^ a,, a^^ a, comma 

des fonctions de a, . Si done on ^limine deux des variables x^ y, jr, 
entre ces trois equations, a et y, par exemple, le result at de Telimination 
doit dtre inddpendant de z. En exprimant cette condition, on obtient, 
en general, pour determiner les fonctions inconnues a^^ a^, ^4, a^, 
un nombre d'equations supdrieur k celui des fonctions inconnues, Equa- 
tions qui ne sont pas ndcessairement compatibles. Ce n'est done que 
dans des cas tout particulicrs que Thypoth^se considerde pent conduire 
k des intdgrales, 

Supposons, en second lieu, que Ton dtablisse IroU relations seulement 
entre a,, a^, a,, a^^ a,, par exemple, que Ton prenne pour a„ a^, a^, 
des fonctions de a, et de a^. Pour que la famille de surfaces k dev^ 
paramdtrcs 

* (»> y» *; «ii ««i «a» «4» «i) = o 

ait un contact du second ordre avec son enveloppe, il faut, nous Tavons 
Tu, que Ton ait, pour le point de contact 

(60)  = 0,5^ = 0,5^^=0,5^ = 0,^.^^ = 0,5^ = 0. 

les derives dtant prises en regardant a„ a^^ a^, comma des fonctions 
de a|, tfj. En dliminant op, y, x entre ces six ^uations, on est conduit h 
trois Equations simultanEes du second ordre pour dEtenniner a^, a|, o^, 
en fonction de a^ et n,, c*eat-k-dire k un problEroe plus compliqu4 en 
apparence que to problEme luI-mEme qu*il s*agit de rdsoudre. 
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11 semble done que la m^thode pr^c^dente soil, suivaai rexpression 
de Lagrange (*) « plus euriettsequ'uiile ». U ne faut pourtani pas en con* 
clore que la rodthode de la variation des consiantes n'eat d*aacune uti- 
liU dans la thiorie des Equations aux ddrivdes partielles da second 
ordre. En poursuivant la gdndralisalion dans une autre voie, Ampere ('} 
a 6iA conduit k une mdthode gdnirale do transformation, qui est prdcisd- 
inent identique & celle que Ton dMuit de la thterie des transformations 
de oontact. 

(S) € Sur let int^gndes partkullires des Equations diffcrentiellet » {Soyveawe M^ 
moiref de FAcadimie dt Berlin^ ITI4, p. S66). 

(*) « M^moire con tenant Tapplication de la th^orie exposde dam le XVif* cahier 
du Journal de PEcoU poljfiechmque^ k rint^gnition det ^quationi aux dilT^rentiellea 
partlellei du premier et du second ordre » {Journal de CEcole polylechnique^ XVI 11* 
cahler). Voir, en particuUer, la 3* et la 4* partie du ni6moire. 
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LES feQUATIONS DE MONGE ET D'AMPfeRE (•) 



fitude du probl&me de Gaucliy pour les equations lin^aires en r, «, /, ri — aK 
— ' Dcflnilion des mulliplicitt*s cai*acU;rtstiques. — Gdnf^ralisalion de la 
notion d*int(5grale. — Application & divers exemples. — Mcthode d'inl^gra- 
tion dc Monge. — Solution du probl^me de Caucliy pour Tdquation « = o. 
— Recherche gcuerale des iuli'gi'ales intermudiaires. — Examen des 
difTercnls cas ou il existe des iulograles intermcdiaires. — Methode de 
transformation d'Arapere. — Remarque dlmschenetsky. — Integration de 
Tequation aux derivees paitielles des surfaces minima, d*apr^s Amp&i*e. — 
Generalisation dc cclte methode. — Solution du probl^me de Gauchy pour 
les surfaces de translation. 



22* Nous etudicrons, dans ce chapitre, les Equations du second ordre 
lincaires en r, «, f, rl — «', qui se pr^sentent dans un grand nombre de 
questions d*analyse el de g^ometri6«et qui jouissent de proprtclSs par- 
ticuli^res. Une equation de cette formo s*ccrit, avec les notations 
d'Amp^re, 

(1) Hr + 2K« + L/+M + N (W — = o» 

II, K, L, M, N ^tant des fonctions quelconques de w^ y, t, p, 7,, 

(>) Autctirs h. con^iiUer : Moxob, € Mi&moire sur le calcul integral des iquationt 
aux dilTcrcnccs partiellcs > (HiV/otW de I'Acadimie des Sciences, 1184); AarikM, 
« Mdmoire contcnnnt rappHcatloa de la th^orie expose daos le XVII* cahler », eto... 
{Journal de VBcole poly technique^ XVI 11* cahier, 1820): Booui, « Ueber die partielle 
DilTerentialgleichungcn 2. Ordaung, Rr -|- S« + T/ + U(r< — r*) =s V > {Journal de 
Crelle^ t.LXI, 1863); Door, « Sur riiil^grotion des Equations diffSrentielles partlellet 
du premier et du second ordre » (journal de rBcole polylechnique^ t. XXII); 
DB MoROAii {Cambridge Philosophical Iransaclion*^ vol. IX); IxscnKXETSXT, € fitude 
sur les iii^tbodes d*intdgration des dquations anx ddrivdes partielles da seeoaa 
ordre d*une fonctlon de deux variables ind<^pendantes » (traditit du russe par HoQeiy; 
Graixdorob, € MSmolrc sur I'intvgration des dquations aux dteiT^es partlelles des 
deux premiers ordres * {Ulimoires de la Sociili royaU dee Sciences de Uige^ 
2* s^rie. t. V, 1873); Sophus Lib, € Neue Integral ioni-methode der Monge-Amperes- 
chcn Glcichung » {Archiv for Malhemalik oq Naiurvidenskah^ U I, 187S\ « Ueber 
Comploxe, etc... » {Alalhemaiische AnnaUn^ t. V, 1872) ; Darroux, M^molre sur let 
solutions Biiigiili^res des Equations aux ddrivdes partlelles-* da premier ordre » 
{Mimoii^ des Saeanis Hranoers, t. XXVU, 1883, p. 2e&-238) « Thiorie des surfaces »» 
t. Ill, p. 263 et saWantet. 
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Proposons-noosde diterminor une surface inUgraleder^oation (i), 
passant par one courbe donnfe C, et iangente, tout le long de C| k una 
diveloppable donnte D^ passant par cette courbe, Soient 



(«) 






lea Equations qui repr^sentent la courbe C, X d^signant un paramMre 
variable« p et ^ lea coefDcienta angulaires du plan tangent h la surface 
d^eloppable D, qui passe par le point (a?, y, ^} de C; p et 9 sont aussi 
des fonctions de X, et, comroo le plan tangent k la surface D doit conte* 
nir la tangente k la courbe C, les cinq fonctions op, y, jr, p, q du para* 
mdtre X doivent satisfaire k la relation 

ds = pdw -|- qdy. 

Autrement dit, Tensemble de la courbe C et des plans tangents k la 
d^veloppable D forme une roultiplicite M, k une dimension (')• 

Soit S une surface quelconque tangente k la d^veloppable D, le long 
de la courbe C, et representee par liquation 

jr = F(»,y); 

quand on se d^place le long de cette courbe, les d6rivees secondes 






saUsfont anx deux relation* : 



axdjf 









(3) 



dp = rdw -|* «(fy, 
dq r=s #{£9 -{* ^'y « 



• 
d»t dy^ dp^ dq d^signant toujours les dilTercntielles relatives k un 

deplacement le long de C. Si on suppose, en outre, que la surface S est 

une integrale de r^quation proposie, les deriv^es r, «, I doivent aussi 

verifler requation (i) ^ et oh a, pour determiner les valeurs de ces deri* 

Ttes en un point quelconque de [la courbe C, les trois equations (1) 

Une interpretation geometrique facilite beaucoup la discussion. La 
courbe C etia developpable D etant donnees, nous pouvons considerer, 
dans les equations (i) et (3), 0, y, x, p, q comma des quantites connues, 

P) l^fiMiliofM dm prtwniir wdrt^ ehapitre n. 
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et r, «, / comme les coordonn^es cart^siennes d*un point k determiner. 
Or, quand on regarde r, «, /, comme des coordonn6es courantes, T^ua* 
iion (1) repr^sente une surface (S), les Equations (3) repr^sentent une 
droite A ; le point iiiconnu (r, i, i) est done k rintersection de la droite 
A et de la surface (S). Si N n*est pas nul, la surface (S) est une surface 
du second degre, dont les generatrices sent parall6les h celles du cdne 
(T) qui aurait pour equation 

«• — rl =: o ; 

si N est nulf la surface (2) se reduit k un plan. Quant k la droite A, elle 
est toujours parallele k une goneratrice du cdne (T). On voit done 
quels sont les diOerents cas qui peuvent se presenter : 

i* En general, la di*oite A rencontre la surface (£) en un soul point k 
distance finie. 11 est facile de le verifier, car, si on tire deux des inconnues 
r, s, t des equations (3), ct qu*on porte ces valeurs dans Tequation (1), 
on aboutit k une equation du premier degre, en general, pour determi« 
Tier la troisidme inconnue. On a demontre plus haut (n* 16), d*une 
fagon beancoup plus generate, que les valeurs des derivees suivantes 
sont aussi determinees sans ambiguTle, et qu'il existe une surface inte- 
grate, et une seule, satisfaisant aux conditions proposees. Cette surface 
est representee par une equation 

jr = F (a?, y), 

oik F est une fonction developpable en serie entiere dans le voisinage 
d^un point de la courbe C (*)• 

2* U pent arriver que la droite A ne rencontre la surface S en aucun 
point k distance finie. Dans ce cas, il est impossible de trouver pour 
r, <, <, des valeurs finies satisfaisant k la fois aux equations (1) et (3). 
S*il existe une surface integrate satisfaisant aux conditions de Tenonce, 
elle admet la courbe C pour ligne singuliere. Ce fait est analogue k 
cclui que nous avons dejk rencontre dans la theorie des equations da 
premier ordre, avec les courbes appelees courbes iniigraies (*)• 

3* EnCn, il peut arriver que la droite A soit situee tout entikre sur la 
surface (Sj. Les equations (1) et (3) se reduisent alors k deux equations 
distinctes, et une des trois derivees secondes r,s, t, peut dtre prise arbt- 
trairement. Nous dirdns, dans ce cas, que la multiplicite M| definie plus 

(*) En effet, II est facile de Tdrifter que, pour les coordonn^t r, «, I da point com- ' 
mnn k la tuiface (2) et k la droite A, on ne peut aToir My* — Sdxdy + Mr* =r o, 
ear II, 8, T lont les paramdtres dlrecteurs du plan tangent k (S) et cfy*, — dxdp^ 
dafi les paraniMres directeurs de la droite A. 

C) EquatlonM Hu premier ordrt^ p. ItS, 
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bautieslune multlpUeiU earacUrisiique der^qoaiion (1). Nous laissons 
de c^t^, pour le momeat, une question qui se pose naiurellement ici,ei 
qui coDsisteraitii rechercher s*il existe eflcctivemeni une inQniMde suS 
faces int^grales, iangentes k la d^veloppable D^ le long de la courbe C. 
Remarquons settlement que« B*il existe une inRniti de surfaces int^* 
grales de I'^quation (i), dependant d*un ou plusieurs paramdtres arbi- 
irairest ayant un contact du premier ordre seulemeni le long d*une 
courbe C, cette courbe C, et Tensemble des plans tangents communs k 
toutes ces surfaces le long de cette courbe, forme n^cessairement une 
multiplicity caract^ristique de Tdquation proposie. 

Sur cbaque surface (S) il existe, en g^n^ral, une double infinite de 
gdndratrices parallMes aux generatrices du e&ne (T). Toute Equation de 
la forme (i) admet done, en general, deux syst^mes de multiplicitis 
caractdristiques. Nous allons former les Equations qui difinissent ces 
deux syst^mes, 

23. Supposons d*abord que le coefficient N ne soit pas nul; V^qua- 
tion (i) repr^sente une surface du second degr6 (S), qui admet deux 
•yst^mes de generatrices rectilignes, sauf dans le cas particulier oik 
cette surface se reduit k un a^ne. Pour obtenir ces deux systemes de 
generatrices, nous ecrirons Tequation (i) comma il suit, en multipliant 
tons les coefficients par N, 

(Nr + L) {N/+ U) — NV + 2KN* + MN - HL = o, 
ou encore : 

(4) (Nr + L) (Nl + H) - (Nt + XJ (N«+ jg = o; 

Xi, X) sent les deux racincs de Tequation du second degre 

(5) >>+2KX-f-HL — MNso; 



(6) >| = — K 4- VK» — HL-f MN, >,=— K-VK» - HL + MN. 

L'^ualion (4) met en Evidence les deux sytt&mes de generatrices de 
la surfaoe (S) ; on obttent toutes les generatrices d'un systime, en attri* 
bnant au paramfttre ja toutes les valeurs. possibles dans Tun des systimes 
d'eqnation* 

lNr+L=,»(N* + ^,). .bJNi + L=,»|N« + V.. 
^*M N« + X, = !» (N« -I- H), ^ JN»+X, =B,»(N« + H). 

Pour qa*unemultiplicite M| formee d*une courbe, et des plans tangents' 
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k une surface developpable passant par cette coorbe^ soil une muItipIU 
citd caract^risiique, il faui que Ton puisse identifier les Equations (3) 
avec Tun des syst^mes (A) ou (B). En identifiant, par exemple, les 
Equations (3) et (A)f on a les relations 

doo _ dy dp dq 

etf en ^liminant le paramdtre fi, il reste les equations de condition 

Nrfp + Lcte -|- \dy = o, . 
Ne/qr + Xjcte -|-'H</y = o, 

auxquelles il faut joindre la relation : 



dz — pdx — qdy = o. 



•f 
Le second syst^me de multiplicites caracteristiques est d^fini par un 

jystdme d*dquations qui se deduit du precedent, en permutant X| et \. 

En resume, lorsque N n*est pas nul, toute multiplicity caractdrisUque 

de Tcquation (i) doit satisfaire h Tun dcs deux syst^mes d*^quations ci« 



de Tcquation (i) 
dessous : 

(7) 



(8) 



dx — pdx — qdy = o, 
Nrfp + hdx + >|rfy = o, 
Nrfj 4- X^dx -J- Ilrfy = o» 
dx — p'ix — qdy = o. 
Ndp -f- Ldx + \dy z=, o, 
Nrf!gr -}- X|<fo -f- Wdy = o. 



Pour que ccs deux families de caracteristiques soient confondues, il 
faut et il suffit que Ton ait X| = X, ; la surface (S) se r^duit alors k un 
cdne. La conditioui pour qu*il ensoitainsi, est exprim^ par la relation 



(9) 



Kt— HL + MN = o. 



Chacun des syst^mes de caracteristiques depend d^une foiiction arbi* 
traire d*une variable. Par exemple, dans le sysldroe (7), on peui 
prendre pour y une fonction arbiti^airement choisie de x^ et il reste trois 
Equations difT^rentioUes du premier ordre, pour determiner ^s, p et 9 en 
fonction de0« 

24. Le r61e capital, que jouent les caracteristiques dans la theorio de 
requation (1)» ttent k la propriety suivante : Etanl donnSe wm 9urflae$ 
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int^j^rale de fiqvtatUm (i), par ioui point de eette surface passe une 
caraetirisUque de ehaque syslhne^ situie lout en'ikre iter ceUe surface* 

Prenons, par exemple, le syst^me (7) ; si on y remplace dp par 
rdas -|- sdy et dq par «db -f- Idy^ on oblient les deax ^uations 

(10) (Nr + L) dx + (N« + X,) rfy = o, 

(11) (N* + X,) eto + (Nl + H) rfy = o, 

ei r^Iimination da rapport -^ entre ces deux relations conduit k T^qua- 

tion 

(Nr + L) (Nl + H) — (N« + \) (N* + X,) = o, 

qui est identique k I^^qualion (I). U eu r^sulte que, si Ton a une sur- 
face int^grale S, et si on suppose qu*on ait remplac^ jr, p, g, r^ «, I par 
leurs valeurs en fonction de a et de y, les deux Equations (iO) et (11) 
deviennent identiques, Elles d^terminent pour ehaque point de la 
surface 1$ une direction siluee dans le plan tangent. Les courbes de 
la surface qui sont tangcntes en ehaque point h la direction corres- 
pondante sont definies par une Equation differentielle du premier ordre; 
par cheque point de la surface il passe done une de ces courbes, et 
une seule en general. Soit C une de ces courbes, p et g les coefficients 
angulaires du plan tangent k la surface S. Le long de C, ao^ y, jr, p, 
q sont des fonctions d*une seule variable, et comme on a toujours 

dp s %*dx -|- M/y, dq = sdos -}* ^(y« 

on pent remonter inversement des Equations (10) et (11) aux (Equations 

(7), et on en conclut que T assemblage form4 par la courhe C el les plans 

tangents a la surface S le long de C constitue vne multipliciti caracti* 

ristique de tiquation (1). 

Comme la demonstration s*applique aussi au systems (8), on volt 

que, par tout point d*une surface integrale, il passe deux caract^ris- 

tiques, une de ehaque syst^me. Les deux valeurs correspondantes de 

dy 

^ sont respectivement 

^ - Nt + X, di _ Nt +X> 

. • ' • • • • 

Xi et X, 4tant les deux racines de T^uation (3) ; on en conclut que oea 

deux valeurs de ^ sont racines de T^uation du second degrA 
(Nl + H) </y« 4- S (N« — K) dxdy -f (Nr + L) <to* ^ o. 
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(i2) Rcfy* — Scterfy + T cteV= o, 

R, S, T ddsignant Ics d^rivees particlles du premier membre de Tdqua* 
lion (i) par rapport k r, «, ^ respectivemeDi. 

Inversement, toute surface, qui est un lieu de caract^risiiques, est 
une surface integrale de T^quation (1). Mais il faut priciser ce qa*oo 
doit entendre par Ik. Consid^rons, d*une manidre generate, une famille 
de muliiplicites M, dependant, en outre, d*un paramktre variable X. Cha«^ 
cune de ces multiplicit^s se compose d*une courbe C et de Tensemble 
des plans tangents k une d^vcloppable D, passant par cotte courbe. 
Lorsque le paramdtre X varie, la courbe C engendre une certaine sur-t 
face S ; mais, en general, le plan tangent a cette surface, le long de la 
courbe variable C, reste tangent k une surface d^veloppable difCSrente 
de la ddveloppable D. De sorte que la multiplicity M^, form^e par la. 
surface S et Tenscmble de ses plans tangents, n*admet pas les mdmes 
lil^ments que Tensemble des multiplicit^s M|. Mais, s*il arrive que la 
d^veloppable, circonscrite kla surface S toutle long de la courbe C, soit 
pr^cis^ment la d^veloppable D, alors la multiplicity Mj est form^^e par 
Tensemble des elements des multiplicites M|, en nombre infini. C'esi 
ce qu'on exprime en disant que la muUiplicild Mt est le lieu des muUlpli^ 
cit4s Mf • Pour qu*il en soit ainsi, il faut et il sufltt que Ton ait 

la lellre $ designant les diCFSrentielles prises par rapport au para** 
metre X, qui varie quand on passe d'une multiplicity M| k une autre de 
la mdme famille. - 
Cela posd, supposons qu*une surface S, representee par Tequation . 

jr=F{«,y), 

soit telle que, par tout point de cette surface, il passe une courbe C teli» 
que, le long de C, les valeurs de x^ y, x, p, g, - cte, dy^ dz^ dp^ Jq yiri^ 
fient le syst^me (7). Alors leii valeurs de r, «, t\ en un point quelconqae- 
de cette surface, satisfont aux deux Equations (10) et (11) et, par consA* 

quent, k I'^quation (1), que Ton obtient endiminant le rapport -^ antra 
ces deux relations. • .-. ' ; •.... 

25. Lorsque le coefRciant'N est nul, ' les calculi' precedents na s^ap* 
pliquent plus. La siirface [T); representee par requation'(l), quand on j 
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regarde x^ y, jt, p^ q comme des param^tres et r, «, I comma des coor* 
donn^es courantes, est un plan. Le plan parallMe, mend parle sommet 
da cAne (T)« coape en g^n^ral ce cdne suivant deux generatrices dis- 
tinctes ; la surface (S) admei done encore deux families de generatrices 
rectilignes, paralleles k des generatrices du cdne (T). 

Pour former les equations diflTerentielles des caracteristiques, il suf- 
fit d*exprimer que les trois equations 

Hr + 2Kf + U + M = o, 
dp — rdao — $dy = o, 
dq — $dx — idx = o, 

qui sent lineaires en r, $^ /, se reduisent k deux equations distinctes. 
Comme les deux dernieres soni evidemment distinctes, il faut pour cela 
qne la premiere soit une combinaison lineaire des deux autres, ou que 
Ton ait 

A et B etant independents de r, «, I. Cette condition est equivalente 
aux quatre relations suivantes : 



(4*) 



U -|- \daB ^ o, 
L + Bdfy = o, 



\ 

I 2K 4- A</y + B<£3B 
' M — Kdp — Brf 7 






qui doivent admettre un systems de solutions communes en A et B. 
Pour qu*il en soit ainsi, il faut que tons les determinants d*ordre3,obte- 
BUS en supprimant une ligne du tableau 



dm 








dy 


rfy . 


d» 


dp 


dq 



H 
L 

-M I 



soient nuls. On obtieAt ainsi les quatre relations 

Mdpdy -f* \jdqdm -f- VLdmdy ss o, 
./ ^ Mrfy^ -j- VLdpdy -f- hdqdy -— hdpdm ss o, , 






L.I m*« ifc I -•-»v.» 
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qui se r^duisent a deux relations distinctes. Plusieurs cas peavent sa 
presenter : . . 

1* Supposons d*abord qa*uucun des coeflicients H, L, ne soil nul; 

H L 

les deux premieres des Equations (14) donnent A = — 5-* B =3 — — 

et, en portani ces valeurs de A et B dans les deux dernidres, on a, 
pour definir les caract^risliques, les deux Equations 

qui se d6composent en deux systdmes distincts : 

^ ' I m,dp + Ldq + Ml,dx =s o, 

^ ' I m^p + Ldq + Uk,da> = 0, 

X| , A) d^signant les deux racines de r^quation 
(18) m« — 2KX + L = o; 

2* Soil H ss Of L ?<& o. La premiere des Equations (14) donne A=s o, 

L 

ou ciic = o, et la seconde donne B = — rr- Si on prend A =s o, el 

qu*on porte la valeur de B dans les deux derni^res, on trouve les deux 
Equations 

(m i «Krfy-Lrf« = o. 

^ ' I Mrfy + Lrfy = o, 

qui ddfinissent un premier sysldme de caract^ristiques^ En prenaint 

4to = o, la troisi&me ^nation donne A = — T' ^^ ^^ portant A et B 
dans la quatridme, 11 vtent: .:•:■'. '1 

Mcfy + IKdp + Ldq'^ o. 

On a done un noaveau syst&me de caract^ristiques difihi par I^ 
4iettx Equations 

Ces deux systdmes se eonfondent si K ss o. 



I 
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3* Soil L = o, H 7& o. Ce cas 80 dcduii du pi^cddent en permutani 
X ei y. On a deux syst&mes de caracUristiques, en g^n^ral disttnoU, 
qui 86 confondeni 8i K = o. 



J 4Kd» — Hrfy=5 0, 
^"' I Mdx + Hdp = o; 

^^ j Mrfi* + 2Kc«» + Hdfp = o. 

4* Soil II = L ^ o. Lea deux premieres des ^uaiions (14) donnent 
\dx =r Bdy = o. n y a deux combinaiaons poaaiblea (A = o, cfy = o)^ 
(B = 0,^0^=: o) et, par suite, deux syst^mes de caracMristiqueSf qui 
soni toujour8 di8tincta 

^"' 1 2Krfp + Mdy = o, ^ ' } ^dq + Udx = o. 

N. B. — Pour abriger, on a omis d*6crire chaque foia la relation 
dz = pdx -)- Qdy^ qui doit dtre ajoutto & chacun des systemes pr^cA- 
dents d'^quations. 

26* Si, dans Tun quelconque de ces sy8timesd*<quations,on remplace 

dp par rdx •}- tdy^ dq par $dx -|- tdy^ puis qu'on elimine le rapport -^ 

entre les deux relations ainsi obtenues, on retrouve prdcisiment 
r^quation (1). Les consequences sont les mdmes que celles qui ont^ti 
divelopp^es au n* 2i. Par chaque point de toute surface integrate, il 
passe deux courbes situdes tout entidres sur la surface, et jouissant de 
la propriety suivante: rassemblageformi par Tune de ces courbes et les 
plans tangents & la surface le long de eette courbe forme une multipli- 
oiti caractiristiqae, 

. Les tangentes aux deux courbes caractdristiques, qui passent par un 
point donn^ de'cette surface, sont toujours donndes par les deux racinea 
de rtquaiion 

HrV — VUdxdy^hdas^ rs o, 
qui peut encore a*6crtr6 : 

R, S, T ay ant la m6me signiQcation que plus haut (p. 4S) ; cea deux 
aystftmes de caract^ristfques sont eonfondus si Ton a 

I^U) K>-^HL = o. 
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Inverscmeni, touto surface, qui est un lieu de muUiplicit^s caract6rit« 
tiqueSf est une surface int^grale. Nous avons expliqud pr^cedemmeni 
(p. 45) le sens precis quMl faut attacher k cette proposition. 

On remarquera que,* lorsque N n^est pas nul, les Equations de Vim 
quelconque dcs syst6mes de caractdristiques peuvent dtre r^solues par 
rapport h dp et df/\ tandis que, lorsque le termo en ri — t^ manque 
dans Tequalion (1)^ il y a, dons chaque syst^me de caract£ristiques,un6 
Equation ne renfermant ni cfp, ni dq. 

27* En suivant la voie ouverte par M. Sophus Lie, pour les ^na- 
tions du premier ordre, nous allons maintenant dlargir la definition 
ordinaire de Tintegrale, pour donner plus de gdn^ralit^ k la thtorie. 
Considerons une equation de la forme (1), et les Equations qui difi« 
nissent un des syst^mes de caracteristiques, que nous ^crirons pour 
embrasser tous les cas, 

Idz — pda — qdjf = 0, 
F (a>, y. -r, p, q] da, rfy, dp, dq) = o, 
F, (a?, y, Ji,p,q\ cto, rfy, dp, dq) = o. 

F et F| ^tant des fonctions lin^aires et homogtoes de dx^ dy, dp, dq. 

« 

Nous appellerons inUgrale do Tequation (1) ioute muUiplieiti diUtnenU 
Mj, telle que, par lout 4Ument de eelte mullipliciU, il pane une muftt* 
pliciU caracUrUlique M|, satis faiaani atix dquations (25), ei doni tcu$ 
les iUments appartiennent aussi A M|. 

Si les elements de la multiplicity M, sent formes par les points d'une 
surface S, chacun de ces points etant associd avec le plan tangent 
correspondant, la surface S conslitue une int^grale au sens ordinaire 
du mot. En elTet, si r, t, i ddsignent les trois d^rivtes partielles do 
second ordre en un point de cette surface, les deux relations obtenueSt 
en rempla^ant dans les Equations (25) dp par rda -f* ^y* ®^ ^ pt^i* 

sda -f- tdjf, admettent une solution commune en ^> et nous ayons 

d^j2i fait observer qu*en ^liminant ^ entre ces deux relations on re- 

trouve pr^cis^ment T^quation (1) d*o<k Ton est parti. 

Mais, si la multiplicity Mj, satisfaisant k la definition pr^oMenie, se 

compose d*une eourbe et de Tensemble de ses plans tangentSi ou d*im 

point et de Tensemble des plans qui passent par ce point, elle ne d6&nil 

pas une int^grale, au sens ordinaire du mot. 11 peut y avoir eependant 

avantage, dans certains cas, k ne pas n^gliger de pareilles solations. 
nrHtonATiost ms iooAnoss. 4 
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Prenons, par exemploi Tequation 

oik f est une fonclion quelconque de a:, y, -r, p, y. Un dea ayat^mea de 
caracMrisiiqtiea eat d^fini par lea 6quationa 



(to =: o. 



dp + /5/y = o. 



cfjr — pdx — qdy = 6 ; 



on* aatiafait & cea troia ^aitona en prenani : 



CO s= a9^. 



y = y#i 



T =3 jr. 



•« 



P=P«i 



^•i y«« ^tt P« d^ignani dea conatantea quelconquea. Loraque q varie, 
la multiplicity caract^ristiqae M| d^ritepar Til^meiit («o,ye, ^%^p%t9) 
ae compoae d*un point fixe de coordonntea a^^ y^, z^ et de Tenaerable 
dea plana pasaant par ce point, et par la droite fixe paralldle au plan 
dea (vjr, qui est representee par lea deax ^quationa 

y = y«» 

g^z^z=zp^[a — w^). 

Cela pose, considerons une courbe plane C, situ^e dans un plan quel- 
conque parallele an plan dea asz^ et la multiplicite M| forihee par cette 
courbe et Tensemble de aea plana tangenta ; M, est une integrate de 
requation s -^^ fz=z o^ ^lvl sens etendu du mot. En eiTet, la multiplicite 
M| formeo par un point quelconque de la courbe C et Tensemble dea 
plana paaaant par la tangenteen ce point constitue, d^apr^s ce qui vient 
d'etre dit, une multiplicite caracteristique. On peut dire encore que 
reqnation t-^-f^so admet toutes les integralea de requation du pre* 
mier ordre y = y^, quelle que soit la conslante y^. 

II auffitde la transformation de Legondre pour ramener cea integralea 
k dea integralea ordinaires, car requation y =^jf^ dcvient alors q =: y^, 
et la nouvelle equation du second ordre doit admcttre toutes les inte* 
gralea de requation du premier ordre q = y^. II est facile de le verifier. 
La transformation de Legendre est definie par les formulas 

«=P'. y = «'» P==»'f ff=y'. r=pV+gry-jr'; 

« 

on a, pour calculer lea deriveeiB aecondea r\ $\ t' do la nouvelle fonc- 
tion z* par rapport aux variableaa^', y\ lea relationa 

dp' =s i*da' -f- tVy, 
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qui donnent 



rr -j- *** =5 1, 
«r' -j. If' = o, 
r/ + ii* = o, 
w' -f- ir = !• 



On en tire 



r —/ r 

et rcquation * -f- ^ = o devient 

/ + («»« - r /^ (p\ ff', of, y\ p'af + jV - j^ = o; 

la nouvelle Equation admet hien toutes les integrales de Tiquation 
q' = c, qui son! de v^ritables integrales. 

28. Dans la nouvelle definition de Tint^grale, T^qtiation du second 
ordre cUe-m^me ne joue qu*un r61e tout h fait secondaire ; ce qu*il y a 
d'essentiel h consid^rer, ce sont les equations lin^aires en cto, cfy, ctp, 
dq qui d^finisscnt les multiplicit^s caractdristiques. On peut se donner 
arbitrairement, pour deiinir ces multiplicites, deux Equations distinctet 
lineaires et homog^nes en dx^ dy^ dp, dq. . 

(9tk\ Uflto + Brfy + Ccfp + Dcfj=:o, 

^ ^ I A'<to4- B'rfy + Cdp + D'dq = o, 

A, B, C, D, A', B', C\ D' etant des fonctions quelconques de a^ y« jr» 
p, q. Si, en elTet, on remplace dans ces Equations dp par rdx -|- iffy el 

dq par $dx -}- i^y% puis qu'on ^limine le rapport -^ entre les deux rela* 

tions ainsi obtenues, on aboutit toujours & une relation de la forme (1)^ 
et il resulte des d^veloppements des paragraphes precedents, que let 
equations (2G) definissent un des syst^mes de caract^ristiques de Tiqua^ 
tton du second ordre k laquelle on est conduit. II n*y aurait d'exception 
possible, que si les deux equations (26) ne renfermaient ni dp^ ni dq^ et 
se reduisaient par consequent kdx sso^ dyz=zo. Nous reviendrons tout 
k l*heure sur ce cas singulier. 
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Quand on cfleciae sur les variables x^ y, s^ p, q une transformation 
de contact, 

» = A (» , /, «\ p\ q\ 

* = /i («". y" *'. p't yOt 

P = /i (^*i S^» *'• P'l ^It 

«f =/i K y'. *'t p'l ? )• 

la relation ds — pdx — qdy — o se change en dz' — p'd J — qr'rfy* =» o, 
et toute Equation liniaire et homogdne on <£», dy, dp^ dq^ donne 
nne Equation lindaire et homogdne en dx\ dy\ dp\ dq\ Tout systdmp 
de la forme (25) se change done en nn systdmo de m^me forme 

(25 «i) j G (a', y', •. p', ^'j efe,-, rf/, rfp', rf,") = o. 
I G, K y'. *•, p', ?*; «to', rf/. rf|/, rfjO = o; 

d'ailleurSi toute mnltiplicitd integrate M| du syst^me (25) se change en 
nne multiplicity int^grale M| du nouveau systdme. Nous sommes con* 
duits ainsi k cette propri^t^ fondamentale dcs Equations de Monge et 
d*Ampdre: q^tand on applique d une Equation de ceUe eephee une trane* 
/omiaiiun de contact arhitraire^ on est conduit & une nouvelie iquation 
de mime forme. Le raisonnement prouve, en outre, que la tramfomMt* 
tion change lee caractiristiquee en de nouveliee caractdritliques. 

On deduit, de 1&, le moyen pratique le plus simple pour eflectuer la 
transformation, une fois qu'on a form6 les Equations d*un des systdmes 
de caract^ristiquos. 11 eon'siste k remplacer dansces Equations, or, y, ;r, 
Pf ffi dx^ dy, dp, dq par leurs valours en fonctions de w\ y', s\ p\ q\ 
^\ <^y\ 4p% ^9'* On a ainsi imm^diatemont les relations qui d^finissent 
un des syst&mes de caractcristiques de la nouvelie Equation, d*oft il est 
facile de remonter k la nouvelie Equation elle-mtoe, 

Reprenons, par exemple, Tdquation « -^ f:=zo^ pour laquelle un des 
syst^mes de caractcristiques est donnC par les relations 

dxsszOf d[p -f- /tfy = o, dz — pd!iv — }cfy=so; 

la transformation de Legendre remplace ce systems par le suivant 

d/r=0, Cifl/ -I- /tfjr' =r O, d^ — p'cfaT — y'rfy • -- o. 

|ja nonvelle Equation s'obtiendra done en Climinant ^ entre let 
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deux relations 

r'dco' + ^dy' = o, 
ce qui donne 



dx' {/*' + 1) 4- ffdjf' = o, 



/ _ /"(rr — /J) = o. 
Consid^rons encore T^quation 

' * - 

ri — *• =r o; 

les Equations difTerenticIIes des caract^ristiques soniici 

rfp = Of dy = o, dz — pdx — qdy = o. 

Si on efTcctue la mdme transformation de I^egendre, on est conduit 
au syst^me 

da/ = 0^ dy = o, dz' — p'dx' — f/d}/ = o, 

auquel nc correspond aucune Equation du second ordre. Si on applique, 
en elTet, les formules gcnerales de transformation obtenues plus haut 
(p. 31), k I'equation ri — t' = o elle-mdme, on est conduit k la nouvelle 
^{uation 



ri -*-.5" . 

 •  • ; 

qui n*a 6videmment aucun sens. Ce r^sultat singulier 8*interpr6te sans 
difficult^ avec la notion g^n^ralisee dMnt^grale. Toute multiplicity Mi 
satisfaisant aux relations 

dx = o, dy •= o, dz — pdx — qdy = o 

• 
se compose n^cessairement d*un point et de.tous les plans tangents k 
un cdne, d'ailleurs arbitraire, ayant son sommet en ce point. Si on'a 
une famille.de parcilles multiplicit^s M|, dependant d*un param^tre, el 
cngcndrant une multiplicity M| k deux dimensions, cette multiplicity M^ 
se composera necessairement d*une courbe et de Tensemble de ses plans 
tangents, ou d'un point et de Tonsemble dcs plans qui passent par ca 
point ; mais M^ ne pourra jamais se composer d*une surface. Quand on 
cITectue la transformation de Legendre, k un point correspond un 
plan et k une courbe une surface ddveloppable. L*6quation ri — t^ ss o 
admet done pour int^grale generate une surface d^veloppable quel* 
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conque, risultat bien connu, que nous reirouverons d^atllears. par 
rapplication d^une m^hode g^n^rale. 

Remarquona encore que, lorsqu'une 6quation de la forme (1) ne ren« 
ferme pas de ierme en ri — s*, on pent toujours lui appliquer une trans* 
formation de contact, de fagon que la nouvelle Equation renferme nn 
pareil terme. Si le terme M, independent de r, t, I, n'est pas nul, il suf- 
fit d^employer la transformation de Legendre. Sice terme est nu],-on 
pent poser d*abord 

Z etant la nouvelle fonction inconnue et ^ (or, y) n*etant pas une intA« 
grale ; la nouvelle Equation, n*admettant pas la solution Z =: o, aura 
forcement un terme independent de r, t, I, et on sera ramend au cas 
precedent. 

• 

29. Pour donner un exemple de ces considerations generales, repre* 
none les surfaces d^un complexe 

(27) V{x,3f,ji;a,b,c)=o, 

et les surfaces enveloppes de celles-lli, representees par le. systems des 
deux equations 

IV{af, y, jr ; tf, tp (a), ^{a)) =s o, 

od f (a) et ^ (a) designent deux fonctions arbitraires. 

II est clair que toutes ces surfaces sont engendrees par des multipli* 
cites M| definies par les equations 

F(»,y, *;«,», e) = o, 
3F , 3F 



r 

I 

I 

t a, 6, C| 6|| Ci designant cinq constantes arbitraires. 

I Bntre ces quatre equations et cellos qu*on obtient par la diflerentia- 

1 tion, on pent eiiminer a, 6, c, h^^ e^ et on parvicnt ainsi k trois rela* 

tions entre J9, y, s, p, 7, <£», cty, d^, dp^ dq^ independantes de a, 6, c« 



.j.-.:^ ,..■>, v., vr4^^w^Kn,,■,r-■.^1.■.%.^■>rt..>^^^?->^d^>«t^^ ^--' .v-^-«»ir~i=£il!l^ 
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A^,C|f auxqaelles satisfoni toutcs ces multiplicity M|. L'une de ces 
relations est prteis^meni 

dz — pdso — qdjf = o ; 

les deux autres s*obtiennent comme il suit. On tire des Equations (29) 



-C£)+(S)*+'-(S) 



<^) ^ (My^ M^ "■ 



les differentielles ^tant prises en j regardant a, 6, c, comme des cons^ 
tanteSf et remplagant dz par pdco -|- qdt/ ; si on remplace dans ces 6qua« 
tions a, 6, c, par leurs valeurs tiroes des trois relations 

(30) F=^o, ^ + p^ = o, _+^^^o, 

on est conduit k deux Equations lineaires en dx, dy^ dp^ dq. Par con* 
sequent, toutes les surfaces enveloppes des surfaces du complexe satis* 
font bien a une Equation du second ordre de la forme (1), que Ton 

obtiendra en ^liminant a^ b^ c ei -r entre les equations (30) et les deux 
Equations 

On remarquera quo cette mdtkode conduit aux m£mes calculs que 
celle qui a ei& expose plus haut(n* 8). 

80. Consid<Srons encore les turftace$ de ivantlalioh^ qui sont engen* 
drees par le mouvement de translation d'une courbe de forme cent* 
tante. Une surface de translation peut encore Mre d^finie comme il 
suit: Soieni Pi r\ deux courbcs fixes quelconques, m un point quel* 
conque de P, m' un point quelconque de P\ et M le milieu de la droite 
qui joint ces deux points m, m\ Le lieu du point M est une surface de 
translation (S). On Toit, en eflet, que lorsque, lo poin^ m restant fixe, 
le point m' ddcrit P', le point M ddcrit une courbe ^' homoth^tique k V* 

avec r pour rapport dliomotlidtie; la surface (S) est done engendr^e par 
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la translation d*une courbe y' de forme invariable. De m^ine, lorsquot 
le point m' restani fixe, le point m ddcrit la courbe F, le point M dterit 

nne courbe y homoth^tique h T avec r pour rapport d*homoth^tie. Toute 

aorface do translation pent done Mre engendrde de deua: manikret difft- 
rente* par la translation d^nne courbe de forme invariable. 

Supposons maintehant que les tangentes k la courbe P soient paral- 
Ules aux generatrices d*un certain c6ne» c*est-&-dire que Ton ait pour 
cette courbe une relation de la forme 

f (rfi», rfy, cbr) s o 

entre les paramdtres directeurs de la tangente* et une relation de m^m^ 
forme pour la courbe F' . 

^ (dv, djf^ dz) ss o. 

Chacune de ces courbes F et P' depend d^une fonction arbitraire; les 
surfaces (S) de translation, obtenues en prenant pour F une courbe 
quelconque satisfaisant k la condition f (<£v, djf^ dx) = o, et pour F' une 
autre courbe satisfaisant k la condition ^ [dx^ dy, dz) =z o, dependent 
done de deux fonctions arbitraires. Toutes ces surfaces sont dcs inte« 
grales d*une mdme Equation du second ordre de la forme (1). Par tout 
point de Tune de ces surfaces, passe une courbe f homothetique k P ; 
considerons les multiplicites M| form^es par une courbe y et les plans 
tangents k la surface (S) le long de cette courbe. La surface (S) est 
engendrde par la translation de la courbe Yt cliacun des points de y 
decrivant une courbe y' homothetique k F'. U en r^sulte que les .plans 
tangents k la surface (2) le long de Yi enveloppent un cylindre ayant see 
generatrices paralldles k une tangente k r\ On deduit de Ik que ces 
multiplicites M| satisfont k deux equations do la forme (2S). D'abord, 
en ecrivant que la tangente k f est parallele k une generutrice du pre* 

mier cAne donne, on a une premiere relation 

/ 

f (ctoy dy, dz) ss o ; • 

ecrivons, d'autre part, que la droite d*intersection de deux plans tan- 
gents infiniment voisins le long de y est parallele k une generatrice du 
second cdne. Cette droite est definie par les deux equations 

Z-x=piX-«)-hj(Y-jf) 
(X~a?)dfp + (Y-jf)<*? = o, 



T lT IM r I I ^ . ^ ... J  - - . — _ — -^ — . . ' I , -■ - • '■ 1 ^{»T-j^j.j._ - ___ ^ ' ^ ' ;_ ,- J- - - "■" -  -■ ^ 
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et les paramfttres direcieurs sont respeciivemeiii 

dq, —dp, pdq - qdp, 

ei on a une aeconde relation 

^ {dq, — dp, pdq — qdp) = o. 

De r^uation 

f (rfop, rfy, pdx + qdy) = o 

on tire pour J^ une expression dc la forme 

de la seconde Equation on tire de mime 

Rempla^ons ^/p par re/o? -^ «</y, c/^ par sdx -f- ^</y, ct^Iiminons ensuite 
-pi nous sommes conduits a une Equation de la forme 

Er 4- 2Ft 4- G< = o, 

o(i E, F, G sont dcs fonctions de p et de g seuleihent, & laquelle satis* 
font toutes les surfaces de translation (S) consid^rfes (*)• 

On verra plus loin comment on pent reconnaftre si une Equation de 
la forme prec^dente est susceptible d*6trc int^gr^e de cette fa^n. 

81. La methode d*in(^gration de Monge et d*Amp6re consiste 
essentiellement k rechercher s*il existe des combinaisons intdgrablea 
d es Equations qui d^finissent un des systdmes de caract^ristiquet d« 
r Equation (1). Supposons, pour flxer les id^es, que le coefficient N ne 
soit pas nul, et consid^rons un des systdmcs do caract^ristiques 

4 

Idz — pda — yrfy =: o/ 
Nr/p + L^«v + X^dp = o« 
Nc4 + X^db 4- Hcfy = o; 

(1) On oblieni imm^diatcment cette ^uallon en 6ciiTant que let tangentet anx 
deux courbet y, y\ qui.passent pur un point de la tttiface, sent eonjugu^et. 
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soient X, (i, v, trots coefBcients, fonclions de a;, y , jr, p, 9, tels que 

X(d^_p*» - jrfy)-f- lA(Nrfp + L*» + X,rfy) + v (Sdq + X,cto + Hrfy) 

8oit une diOerentielle totale exacte dV. Nous allons montrer que louie$ 
les intiffralet de tiqualion da premier ordre 

V = const. 

taiUfonl A Tiqualion proposie. Soit, en elTet, Mj une multiplicity d*4ld* 
ments satisfaisant h la relation dW bs o. D*aprds Tidentitd pr6cMente, 
les deux derni^res des ^nations (7) se r^duiscnt k une seule. On peut 
done trouvcr sur cette multiplicity M, une suite de multiplicit^s M| 
satisfaisant aux Equations (7), car on aura, pour determiner ces multi- 
plicit^s, une seule Equation dilTerentielledn premier ordre ; M| est done 
une int^grale de T^quation proposte. Le raisonnement ne pourrait dtre 
en d^faut que si, pour Tint^grale consid^r^e, un des facteurs X, v, |a, 
devenait inddtermin^. 

Si Fun des systdmes de caract^ristiques admet deux combinaisons 
int^grales du^ dv^ il admet aussi la combinaison integrable 

du — ^' (p) rfo = of [tt — f (©)], 

t 

oil f (o) d^signe une fonction arbitraire de o ; par suite, toutes les 
solutions de Tdquation du premier ordre u — ^ (0) = o appartiennent 
aussi k la propose. II est, du reste, facile de verifier que le premier 
membre de cette equation est identique, k un facteur pr^s, au d^termi* 

nant fonctionnel w ! * — f' Cherchons d*abord k quelles relations doit 

satisfaire une fonction Y (at, y, jr, p, q) pour que dW soit une combinai* 
son integrable des Equations (7). On a, en rempla^nt dz^ <fp, dq par 
leurs valours tiroes de ces Equations dans dV^ 

''-v=i''(S+'S)-'-I-'.^^h 

la ibncUon V doil done satisfaire aux deax Equations lindaires simultantes 
etces conditions nteessaires sent aussi sufllsantes. 
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On remarquera que les equations pr^cddontcs 8*oblienncni en rem* 
pla^ant dans les relations (8) qui d^finisseni le second systdme de carac* 
iiristiqnes d!s9, dy^ dp, dq^ respectivement par 

Cela pos^, soieni ti et i' deux integrates communes aux deux Equations 
(31) ; en tenant compte de ces relations, on v^rifie ais^ment que Ton a 

D (ti, v) (L + Nr) (H + NO — (X| + Nj) (X> + Nj) /^ ^ _ ?!!? M 

c*est-&-dire, en se reporlant au u* 23| 

D fti, v) _ Js (ri — 1>) 4- Hr 4- 2K^ + U + M /^H ^ _ ^ ^V 



D (0?, y) 



N 



On voit done qu*en n^gligeant certaines solutions exceptionnelles qui 
pourraicnt rendre le facteur precedent nulou inHni, liquation propose 
est ^quivalente k Tcquation du premier ordre ti — ^ (p) = o. Done, ti 
Vun des systtmes de caracierisliques admel deux combinaisoits inUgrablet 
u et 0, rinligvalion de tiquation p}*opoiie est ramen4e i tinUgrcUion 
dune dqualion du premier ordre aoec une fonciion arbilraire 

w — ' y (r) = o. 

On remarquera qu'inverscment, si on se donne arbitrairement deux 
fonctions ti ei v de x, y, z, p, g, toutes les integrates de Tequation da 
premier ordre u — ^ (9) = o, satisfont, quelle que soit la fonction f , k 
une equation du second ordre de la forme (1), qui n*est autre que 

D(«,y)-^- 

82. Lorsqu'une equation du second ordre possede une inligrale inter* 
midiaire du premier ordre^ telle que u — ^ (p) = o, un ne pourra pas, 
en general, achever Tintegration decette equation, tantqu'on n*aura pat 
particularise la fonction ^ . Mais la solution du problkme de, Cauchy^ tel 
qu*il a ete pose au chapitre precedent, peut toujours se ramener k Tin* 
tegration d*une equation determinee du premier ordre. Supposons, en 
effeiy qu*on veuille obtenir une surface integrate passant par une 
courbe C, et tangente le long de cette courbe k une developpable don* 
nee ; les coordonnees x^ y, js d*un point de C, et les coefltcients anga* 
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laires p, 7 du plan tangent en un point de cette courbe, sont des fonctions 
d*une seule variable auxiliaireO, et quand on remplace a?, y, t, p, q par 
leurs valeurs, u et 9 deviennent des fonctions de 0,tt = F (6)^ 9 = P| (9), 
et r^quation de condition 

F (•) = T [F, (6)1 . 

determine la fonction arbitraire f . Cette fonction f ainsi d^terminte, 
nons n'avons plus qu*a rechercher une intdgrale d*ane Aquation du pre- 
mier ordre passant par la courbe C. 
Prenons, par exemple, Tdquation AMmentaire 



\ 



* = o, 



et proposons-nous de determiner une int^grale de cette ^juation pas- 
sant par une courbe donn^e, et tangente a une d^veloppable donnte le 
long de cette courbe. Soient 

.^ = A (•). y = A W. ^ = h («). P = ♦• W. ? = ♦. (^). 

les Aquations qui dAfinissent cette courbe et la dAveloppable ; les cinq 
fonctions /*|, /|, /V» 4^1 1 ^^ vi^rifient idcntiquemcnt la relation 

ri (0) = +, («) /J (0) + 1, w ri (•). 

Un de« syst^mes de caractAristiqucs de fequation proposAe est fourni 
par les relations 

dx — pete — qdy = 0, d!r = o, cfp = o, 

dont les deux derniAres sont intcgrables. On a done TintAgrale inter- 
mAdiaire 

et la fonction f est ddterminde par la condition quo Ton ait 

• . * • 

. +• W = T [Ai (•)] 

' • • • 

L^intAgrale chercbAe est done 



* = r f (a)«te-f-Y 
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• ... 

ou, en posant so = f^ (0), 



' =/'•!'. wy. (•)<« + Y. 



Y £tant uno fonclion de y seulement. On pourrait so servir des condU 
tions initialcs pour determiner cette fonclion Y, mais tl vaut mieux 
employer la secondeintdgralo interm^diaire 

? = Tl (y). 

qui est foumie par le second syst6mo de caract^ristiques ; on trouve 
ainsi que la surface cherchdo est repr^sentte par le syst^me des trois 
Equations 

( » = Ai (6) /•( (9) rfO + /'+, W /i W rfT + *„ 

6 ci T designant deux variables auxiliaires, et (or^, y^, jrj lea coor- 
donn^es du point de la courbe donnee qui correspond k la valeur H^ du 
param^trc. Si Ton fait dans ces formules t = 6, on retrouve bien la 
courbe donnee. 

Rbmarqub. — La forinule *f| (0) = ? |/i (0)], qui determine la fonction 
arbitraire ^, devient illusoire lorsque f^ (0) se r^duit & une constanie, ' 
et on Yoit que le probl<^me est impossible, k moins que 'j^i (9) ne soil 
aussi independant do ; dans ce dernier cas, il y a ind^terminatibn, , 
car la fonction ^ est assujettie a la seule condition de prendre une 
valeur donnee pour une valeur donnde de la variable. Geomeirique* 
ment, cela signifie que le probldme est impossible lorsque la courbe 
donnde C est situde dans un plan x=:x^ parall^le au plan des yM^ k 
moins que la surface d^veloppable, circonscrite k la surface le long de 
cette courbe, ue soit un cylindre ayant ses generatrices parallMes an 
plan des x^ Zi II est facile de voir que le probldme est bien ind^termini 
dans ce dernier cas; soient, en effet, 

» = «•. ^^ = + (y) 

les Equations de la courbe C, et p^, 0, 1, les param^tres di 
des gjndratrices du cylindre circonscrii. La surface 
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satisfait aux conditions initiales, ponrvu que la fonction ^ [so) soil nulla 
pour wssam^ e% que sa derivfe premiere ^' {x) prenne la valeur p^ 
pour X = x^. Tous ces r^sultats son! bien conformes k ce qi)i sera Ma« 
bli plus loin sur les caract^risUques. 

88. Nous allons retrouver et completer les r^sultats qui pr^cMent. 
par une autre m^ihode. £tani donn^ une Equation du second ordre, 
de forme quelconque, nous appelleronsi en g^n^ral, integrate interm^** 
diaire du premier ordre, toute ^uation du premier ordre 

V [x, y, jr, p, q) = const, 

dont touies les int^gralcs, sauf pcui-^tro quelques int6gra1es excep- 
tionnelles, appartienneni k T^quation propose. Pour trouver oes 
fonctions V (09, y, jr, p^ q)^ remarquons que les caractdristiques de 
Tequation V = C satisfont au systems d' Equations differentielles 

rfg rfj^ dz — dp — dq 

^p Jff ' ^/> "^ * c\ Dy "*"^ J^ ?y '^^ ^s 

et inversement, par tout e caraclerislique de Tdquation du premier ordre, 
il passe une infiilit^ d^integrales de cette equation, ayant un contact 
du premier ordre lout le long de cette courbe. Ces caract^ristiques 
de Tequation du premier ordre doivcnt done faire pai*tie de Tun des 
syst^mes de caract^ristiques de T^quation du second ordre (p. 42) ; par 
consequent, la fonction Y (op, y, <, p, 7) doit talU faire a tun de$ iy9thm€9 
d*^quation$ liniairet que Ion obtient en rempiagant dans tun dee 
* eyithmee qui difinissent lee caractdristiquet de tiquaiion du second 
ordre proposie^ dx^ dy^ dp^ dq^ par 

ii'W~^'^^^y~ Vy "^ * i^) respeclivemenl |n» 31). 

Inversement, si V («, y, jr, p, q) est une integrate commune de oes 
deux equations, toutes les caract^ristiques de T^quation du premier 
ordre V =: C font partie dcs caract^ristiques de T^quation du second 
ordre et, comme toute int^griale de Tdquation du premier ordre est 
. un lieu de caract^ristiques, elle satisfait aussi & T^quation du second 
ordre. On voit que le th6or6me ne peut souffrir d*exception que pour 
les solutions singuli^res, s'il en existe, de F^quation du premier 
ordr«. ,-. . 
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On arrive encore au m^me r^sullai tie la facon suirante. Si nne 
fonction z=f[x, y) satisfait k F^uation da premier ordre 

V (». y, ^. p» g) = C, 
les d^riv^es partiellea du second ordre r, «, I, v^rifient lea deux relations 






= 0, 



Si les trois equations (1) et (32} peuvent dtre r^solues par rapport 
k r, «« /, on en tirera 

r = ^, (a>, y, z, p, ^), * = 9i («, y, ^» p, ^)» « = ?a (», y, *, P, ^), 

et toute inl^grale de T^quation V =. C, qui satisfait aussi k T^quation 
propos^e du second ordre, doit ^tre uno int^grale du systftme d*^ua« 
tions aux differentielles totales 

dz Tv: pdoo -f- 9^y« 
dp = ff^dx + cp^y, 
iq = y,cto + 7,//y, 

dont la solution depend au plus de trois constantes arbitraires, puisque 
toutes les d^riv^es successives de jr, p, q^ peuvent dtre calcul^es de 
proclie en proche, si on se donne les valeurs initiales z^^ p^, q^ pour 
des valeurs initiales x^^ y^ de x et y. II suit de \k que V = C ne pent 
6(re une integrate intermediaire que si les trois equations (t) et (32) 
admeltent une infinite de syst^mes de solutions communes en r, «, I. 
Or, les Equations (32) deviennent identiques aux Equations (3) si on y 
remplace . 

par — rfp ; — dq^ dx, dy respectivcment ; ce qui conduit aux m^met 
r^sultals que par la premiere m^thode. 

Nous aliens maintenant passer en revue les diff^rentes droonstanoes 
qui peuvent se presenter dans la recherche des integrates interm<« 
diaires ; mais nous ferons remarquer d*abord qu*on pent se bomer an 
cas oik le coefficient de ri •— s^ n^est pas nul, car une tR^:;*f>rmatioa 
de contact ram^ne toujonrs k ce cas, et il est clair qu*une pareille 
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transformation change toajours une integrate interm^diaire en ana 
int^grale interm^diaire; avec la notion g^niraliste d*int^grale, cette 
propriM6 est absolnment g^n^rale. 

La determination des int^grales interm^diaires se ramenant k une 
question que Von sait traitor, la recherche des integrates communes 
k deux equations lineaires du premier ordre, je supposerai toujours, 
par la suite, que le iecteur est en possession de cette theorie. Je ne 
donnerai, dans ce chapitre, qu*un petit nombre d*exemples, resenrant 
les plus interessants pour un autre chapitre. Dans la plupart de ces 
exemples, on aperigoit immediatement les combinaisons integrables 
des equations dilTerentielles des caracteristiques. 

84. On vient de voir que, si le coefficient N est difTerent de lero, 
tonte integrale intermediaire de Tequation (1) doit satisfaire k Tun ou 
Fautre des syst(^mes d'equations 



(33) 



(34) 



A ,v\ M /^V , JV\ ,5V. JV 

n /v» M /^V , aV\ - JV „ 5V 
B(V) = N(j^4-?^)-i,j;-Hj^=:o; 

A«<V) = N(j;;+p^j~L5j-i,^=o. 
n /v» M P^ . ^V\ ,5V „ JV 



Soit [tf , v] le crochet de Jacobi 

t«'''^=^i5i+'j;;) + 5ite + «ai) 

I 

si u, V designent deux fonctions quelconques de m^ y, r, p, 9, on 
verifie aisement que Ton a identiqiiemeni 

N[«.,] = ^A,(r) + ^B.W-|A(.)-|B(«). 

Par consequent, si u est une integrale da syst6me (33) et v une inte- 
grale da systeme (34), on a toajours 



I 
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si on convient de dire que deux fonctions u, v. pour losquelles le crd* 
chet [u, v] est nul, sent en involution, on voit done quedetta intigralu 
intenrUdiairei^ appartenant A deux sy$thmes d€ earaelSrisiiques diffi* 
renis^ soni tot^foun en involulian, Le thior^me s*^tend ^videmment aux 
Equations qui ne renferment pas de terme en W — «', car le crochet 
[u, v] est un invariant, relativement k toute transformation de contact. 
II est, du reste, aisd de d^montrer directement celte propri^t^. Si, en 
particulier, X, = Xj, les deux syst6mcs (33) et (31) sent identiques, et 
on en conclut que, lorsque les deux eysthmee de caraclirieliques eoni 
eonfondus^ deux inUgrales intermMiairei quelconques soni (ot{fOurt 
en invduiion* 

Chacun des systdmes (33) et (34) admet au plus trois int^prales 
distinctes. Nous aliens d*abord chercher les conditions pour que 
le systdme (33), par exemple, poss^de ce nombre maximum d*intd* 
grales, c'est-a-dire soit un syst^me complct. Pour simplifier les calculs^ 
imag^nons qu'on divise tous les coefficients par N, et soit 



DV 



JV L ^V 



N i\ 

B' (V) = r- + 7 -r -^-z rj r- = o; 



A'(V)=5^+^S-Si^-^-=0' 



toute int^grale commune k ces deux Equations satisfatt aussi ii T^qa*'. 
tion 

A' [B' (V)] - B' [A' (V)] = o, 

c'est-4-dire (') 
|A«-B>,|g+iB(,t)_A.(^)!»|+i>.(ij)-A.(a){S=.. 

Cette equation ne pent dtre une consequence algibrique des deux 
Equations A (V) = o, B (V) = o, puisqu'cUe ne renferme ni -^i "^^ 5" * 
Pour que le sysl6me propose soit jacobien, il faudra done quo Ton \it 

A' W-B' (;) = », 

• *' (k) -»•(») ■="«• 

*'(s)-'^CiS)=- 

\}) tqitaHem du premier erdre^ p. 41. 

MTtORAnOII MS iQHATIOlli. ft 



L 



I 



66 CHAPITRB II 

La premiere relation donne X, = X|, et nous Yoyons d^jk que, si tun 
des sytUmes de caraetiristiquet admei trou combinaisons intigrabUM^ 
Um deux iytikmei de caracUristiquee sont eonpmdue. 

Si les trois conditions pr^c^dentos sont remplies, le sy stdme (33) est 
nn systdme complet, et admet trois integrates distinctes u, «, to. 
L'^quation du second ordre proposde admet done deux int^grales 
interm^diaires distinctes, dependant chacune d*une fonction arbi« 
traire 

(35) tt = 9C«^), »=^(io), 

car cette ^juatbu du second ordre peut s*terire (n* 31) 

D (tt, w) D (t>, w) 

D(a^, y)-""' D(a^. y)""^- 

Nous aliens montrer que ron peut obtenir CinUgrale giniraie de ee 
sytieme d^iqucUione du Rentier Oi*dre^ par de simples iliminationSf 
queiles que soierU les functions tf et ^. En effet, les deux syst^mes de 
caract^risUques ^tant confondus, on a 

[m, v] = o, [u, w] = o, [v, U>] =5 o, 

et les trois ^uations 

to = a, tt = ^ (a), »=*(«), 

oik a est une constante arbitraire, repr^sentent une multiplicity M|, 
dont tons les dements satisfont aux Equations (35), c*est-2i-dire une in- 
tegrate complete de ce systeme (') ; on en deduira les autres integrates 
par la metliode ordinaire. Supposons que cette integrate complete se 
compose d*une familte de surfaces; on obtiendra Inequation de cette 
familte de surfaces en etiminant p et j entre les trois equations 

to =3 a, tt = ^(a), p = ^(a), 

ce qui conduit k une equation de la forme 

I 

 [»• yt *;«•?(«).♦(«)] = o. 

LUntegrale generate du systems (35), qui se confond ici avee I*inie« 
grate complete, est representee par Tequation precedente. Mais le 

(1) Squethme rfv prewiier onfrr, p. £M* 



•I 



> • • 
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sysldme (35) admet une aulre iat^grale, qui est Tenveloppe de Vint^ 
grale complete, et qui s*obtient en ^liminant a entre les deux Equa- 
tions 

!* [«• y» ^ ; «• ? (^). ^ i^)] = o, 

ces deux Equations, oil f [a] et ^ (a) designent des fonctions arbitraii-es, 
representent, par consequent, Tintegrale g^n^rale 'de TEquation du 
second ordre proposEe. Nous retrouvons ainsi les Equations consid6- 
recs au premier chapitre, dont TintEgrale gEnEralo est formde par les 
surfaces enveloppes des surfaces d'un complexe. 
L'Equation g6nErale des surfaces do co complexe 

* (a?, y, ^;a,&, c) = o 

s*obtieDt, d'aprds ce qui prEc^de, en dliminant p et g entre les trois 
Equations . . « 

IP = a, u = 6, r = c. 

• ..■■.•  

On a done la regie pratique suivante : Lorsqueles iqttalions diffirefi" 

iielles des caraci^risUques prdsentenl trois combinaisons intigrables diM^ 

Uncles : du =zo^ do=z o, dio ;=o, on ^limine p et q entre les trois 4qua* 

iions 

« • . 

et on obtient (Equation dune fdmiUe de surfaces dependant de trois 
parametres^ a, &, c. On a tintigrale ginirale de FSquation proposde^ en 
4tablissant entre ces trois paramhtres deux relations de forme arbitraire^ 
et en prenant Fenveloppe des surfaces ainsi obtenues. 

On pent encore presenter le raisonnement comme il suit. Tout€f 
intEgrale de TEquation proposEe satisfait k une Equation du premier 
ordre de la forme * ""J 

•. ■» 
or, on a une intEgrale complEte de cette Equation en posant • ..\ ; 

 

et le raisonnement s'ach^ve comme plus haul. ^.' : " j' " ' • ^ 

Lorsque FEIimination de p et de jf entre les trois Equations prEoi« 

dentes conduit k deux relations distinctes entre ss^ y, jr, «, f (a), b^ 
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r^quaiioa u — f (lo) = o admel une intigrale complete form^e d^une 
famille de courbes. C*esl dono une ^uation lin^aire, ei rintdgrale 
gi6n£rale se compose des surfaces engendrdes par les courbes de celte 
bmille. Par consequent, torsqu$ f Elimination <Up 0t q wire le$ Irois 
Squalioni 



conduit k deux relations distincles 



 {»» y, ^f «. *• c) == o, 
♦i (». y. ^1 «, *» c) = o, 

eei deux iqiuUiona reprisenlenl un complexe de courbes^ el ftnligrah 
ginirah $e eomfoee den eurfacee engendries par lee courbes de ce com* 
pHexe^ assoeUee ndvanl une loi arbilnwre. 

Nous retrouvons encore une classe d^equations itudites au d^but de 
Vouvrage. Nous savons que, dans ce cas, r^qu&tion ne prfeente pas 
de terme en rl — «*| tandis qu'elle a un terme de cette espdce^ 
lorsque F^limination de p et f entre les trois equations tc = o, ti = 6, 
o =s c, conduit k une seule relation. 



8S. Appliquons cette m^thode k quelques exemples. 
ExBMPLB I. — Soit k int^grer Fdquation 



on a ici 






N = t. 



Les deux syst^mes de caract^ristiques sont confondus, et leurs dqua- 
lions se r^duisent k dfp =s o, dq sso^dz — pdx — qdg =; o. On aper* 
f oit immMiatement trois combinaisons int^grables 



dp = o. 



dq = o. 



rf(jr — JMJ — gy) = o; 



conformiment k la rdgle gen^rale, si on limine p et ; entre les trois 
relations 



pssa, 



ff=»t 



jr — jKV.— 7|f =sc, 



on est conduit k F^uation d*un plan 



J =5 a* + *f + «. 



# * 
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L*int6gral6 gdn^rale se compose done des surfaces enveloppes d*un 
plan mobile, dont Tdquation renferme un param^tre variable, o*est*)L* 
dire des surfaces d6veloppables% 

Remarquons que toute Equation de la forme 

F (p, g, jr — pa? — }y) = o 



est une int^grale intermcdiaire de F^quation rl — j* = o. 

Or, cette dquation du premier ordre admet une intjgrale singuliftre 
qui est Tenveloppe du plan mobile 

F (a, 6, jr — <r» — fty) = o, 

lorsque a et 6 varient independamment Tun de I'autre, Cette solution 
singulidre, n'etant pas une surface d^veloppable, n*appartient pas k 
r^quation du second ordre (n* 33}. 

ExEMPLB II. — Soit h integrer T^uation 



on a 



H=^q\ K = -P5r, L = p\ 



M=N==o. 



Les deux syst^mes de caract^ristiques sont confondus, et les ^ua« 
tions differentielles sont (page 47) 

dz — pda — qdy = o, 
pcto -f- qdy = o, 
grfp— prf} = o; 



elles pr^sentent trois conbiuaisons int^grables 



'©=»• 



dz =z o, 



Posons, d*apr6s la rftgle gjncrale, 



(»+.§)= 



*=«, 



9 



p 



rdimination de " conduit aax deux Equations 



* ss«^ 



y + *• — «. 



•J 
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qui representenl une droite parall^Ie au plan des xy. LUnUgrale g6n6* 
rale de r^quation du second ordre se compose done des surfaces 
engendries par une droite variable, qui resle paralldle au plan- des rcy* 
Soil b=f (a)« c = f (a) ; V^quation do eette surface sera 

<p(4r) et ^{x) iiani deux fonctions arbitraires. 

86. On a d^ji fait remarquer (n* 15) que toutes les Equations prtei- 
dentes peuvont se ramener k Tune d*elles, par example, h Tdquation 
tl^-^ri^z o, par une transformation de contact* Ce point pent encore 
s'^tablir comma il suit ; les trois fonctions u, v, to 6tant en involution 
deux k deux, on peut trouvor deux autres fonctions p et « donnant lieu 
k ridenUt4 («) : 

dw — pcfti — 9J9 = K{dz — pdof — jdy), 
ou 

d[to — pu — «oJ + iirfp + vd9 = K (rf-r — pdw — jrfy), 

Les formules 

^X=s — p, Y = — «, Z = w— pu — ^r, P=ti, Q=r 

d^finissent une transformation do contact ; si on Tapplique k Tequation 
proposde, dont les Equations differentielles des caracteristiques 
admettent les trois combinaisons int^grablcs : cfu = o, dv = 0, dw = o, 
on est conduit k une nouvelle equation du second ordre, pour laquelle 
les ^uations dilTercntielles des caracteristiques admettent les combi- 
naisons int^grables dP z=z o^ dQ = o. Ces Equations differentielles 
peuvent done s*6crire 

era — PrfX — QrfY=o, rfP = o, rfQ = o, . 

« 

et r^oation du second ordre est, par eons^uent, 

S»— RTsso. 

% 

Inversement, ^tant donnas trois fonctions u, v, t^, deux k deux en 
involution, la transformation inverse de la pr^c^dente conduira de 
r^quation des surfaces developpables k une Equation da second ordre 

{}) t^uaiUmi du fmmitr mrdr^^ p. 171. 
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pour laquelleles Equations diiUrentielles des caract^ristiques admeitent 
trois combinaisons int^grables cbi =: o, cfv =: o, d\o = o. Cette ^nation 
admet les deux intdgrales premieres 



« = ?(»)• 



» = +(to), 



et est dquivalente k Tune ou Tautre des deux ^uations 



[ 



D(«,.v) ~ • 






il suit de 1& que ces deux determinants fonctionnels ne peuvent diCMrer 
que par un facteur, indipendant de r, «, I, ce qu*il est facile da 
verifier (•). 

Remarque I. — Au lieu d*adopter T^uation ^ — W =r o comme 
forme canonique,pour la classe d'^quations que nous venons de consi* 
d^rer, on pourrait prendre, comme forme canonique, toute autre dqua* 
tion appartenant & la m^me classe, par exemple, T^quation r = o. Pour 

cette Equation, les Equations diffSrentielles des caractdristiques soni 

« 

dy = 0, rf/) = o, dz — pcto — qdy = o; 
la transformation d'Ampdre 

X = a>, Y = — ?, Z = ^— ^y, P=Pf Q==y 
appliqude au systdme 

rfP=o, rfQ=o, c*Z — PrfX — QrfY = o, 

conduit bien au syst^me pr^cddent, et, par consequent, ramdne Tdqua* 
tion des surfaces developpables k Tequation r = o. Comme verification, 
il est aise de deduire la solution g^n^rale de Tequation «' •— r/ =: o de 
celle de Tdquation r = o, qui est 

Rbuarqob il — Si una equation du second ordre possftde una inti* 

(1) Lc8 6qua(ioni du second ordre, pour lesquellcs let ^aationf diffdrentienet das 
caract^riitiques admettent troii coiiibinaUoni intdgrnblei , out k\h d^termiato i«r 
M. SophuB Lie [AnxikvB for Maihemalik og SaiurvideMkab^ t. 1) et par IL Dar- 
bouz (ithnoire 9ur Um MolutionM nngulihrei de$ iquaiiofu amx dMviu partiMH dm 
premiw ordre; Journal dot Satanti Hrangoro^ t. XXYII, p* Sit), 
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grale premiere de la forma 

« = ? W. • . 

oik [tt, v] = o, on peat Irouver trois autres fo notions to, p, «, toilet 
que Ton ait identiquement(^) 

dw — fdu — 9dv =: K {dz — pdx — idjf\ 

ei lea raisonnements prdoMents a'appliquent sans modlGcation : on 
pent ramener I'iquation propoa^e k la forme J* — ri =o par une 
transformation de eontaot. II suit de \k et d*une remarque faite plus 
haut (p. 65) que, si les deux syst^mes de caracl^ristiques sont con- 
fondus, il ne peut y avoir deux combinaisons int^grables seulement ; 
s'il y en a deux, il y en a n^cessairement une troisidme, et liquation 
appartient k la classe que nous venons d*^tudier. 

Remarqvb 111* — Les Equations du second ordre qui ne renferment 
que les d^rivtes de la fonction inconnue, par rapport k une seule des 
Tariables ind^pendantes, peuvent dtre intdgr^es comme des Equations 
diff(§rentielles ordinaires, k une scule variable ind^pendante. Par 
exemple, soit T^uation 

^ + M(a>,y.jr,p)r=o; 
« 
nous pouvons intdgrer Tdquation diff^rentielle du second ordre 






comme une Equation dilT^rentielle ordinaire, en y regardant y 
comme un paramMre. Soil 

jr = F(aj,>,C,C|) 

rint^grale g^n^rale, C, C| ^tant deux constantes arbitraires; il sufBi 
d*y remplacer C et C| par deux fonctions arbitraires de y« pour obtenir 
I'int^grale generale de liquation proposde, consid^rte comme una 
^uation aux diriv&^s partielles. Cette int^grale est done engendrte 
par les coorbea du eomplexe 

jr =s F («. y, a, 6), ys=c, 
(I) t^wUhnt duftnmkf ardr€^ ebapltn n. 



^\ 
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assocides suivant une loi arbitraire. Notre ^uation appartient, par con* 
s^uent, k la classe pr^dente ; il n'eai pas sans ini^rdt de verifier que 
rapplication de la m^thode g^n^rale d*int^gration conduit prteis6« 
ment aux m^mes calculs que la m^thode qui s*olTre d*elle*m6me. 
Les caract^ristiques de T^uation 

r ^. M (», y, c, p) =3 o 

doivent satisfaire aux deux relations 

dy = O9 M^ -^ dpi:s o; 

toute intdgrale inierm^diaire V doit done dtre une int^grale commune, 
aux deux ^nations 

Ces Equations formont bien un syst^roe complet ; la premiere montre 
que Y ne d<^pend pas de q^ et Tintdgration de la seconde revient k Tin* 
tigration du syst&me 

dof d z dp 

c*est-k-dire k Tint^gration de T^quation difC^rentielle du second ordre 



d^z 
da* 



+ M(a;.y.^,g) = o. 

87. Soil 

Hr + 2K* + U + M + N (r/ — *•) = o 

une Equation, ou N u'esl pat nul^ et pour laquelle les Equations diffft* 
rcntielles des caract^ristiques pr^sentent trois combinaisons int^grables 
du = o, cfp = Oi dw = o. Les trois ^uations 

tcssa, tfsi, wvse 

» 

repr^sentent une famille de multipiicit^s M,, formes de surfaces, dont 
on obtiendra F^quation en dliminant p et 9 entre les trois ^uatioos 
pr^cMenles;^^ 

 («» yi *f «t »t c) = o 
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r^qualion de ce complexe de surfaces. Toute coarbe C situte sur uae 
surface S de ce complexe, jointe aux plans tangents k S le long de 
cette cottrbe, forme unemuUipIicit6M| qui satisfait aux^quations ti=:a, 
« = 6, t9 = c et, par suite, aux relations 

cfti = o, flb = 0| dto szo] 

e*esi done tin$ mvdUpliciU caraclerislique. Si on se propose de determi- 
ner une surface integrate pas^nt par la courbe C, et tangente k la 
surface S tout le long de cette courbe, on ne pent jamais appliquer 
le thtor^me g^n^ral de Cauchy, quelle que soit la courbe C choista 
sur la surface S, puisqu*on se. trouve toujours dans le cas d^ind^termi- 
nation. Le$ tvarfacet S da complexe sonl done de$ inUgrdtee ungulihree 
de tiquaUon du tecond ordre. 

Cette remarque permet de retrouver les Equations de condition 
obtenues plus haut. Sur une surface intdgrale, il existe, en gto^ral, 
deux families de caract^ristiques ; les tangentes aux deux 'caract^ris- 
tiques qui passent par un point sont ddtermin^es par Tequation du 
second degri (n*24) 

RaV» — Sdxdy + T«ia?« = o. 

Si la surface est une integrals singuli^re, toute courbe de cette 
surface doit dtre une caracteristique, et Tequation pr^codente doit se 
rdduire^ une identity, c*est-&-dire que rint^grale singulidre doit dtre 
une inl^grale commune aux trois Equations 

R=:H + N/ = o, S = K — N* = o, T = L + Nr=o, 

L'int^gration de. ce systems revient a Tint^gration du systdme 
d'6quations aux diffirentielles totales 

dz = pdoo + qdy^ 
(37) {*=-S''* + N''^' 



•^ \. 



LHnt^grale g^n^rale dc ce systems contient au plus iroie constantes 
arbitraires, k savoir les valours initiales de jr, p, ^, pour nn syst^me de 
▼aleurs doiinies de » et de y. Or, le complexe de surfaces prte^deni 
depend bien de trois constantes ; il faut done que le syst^me (37) soli 
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complilement intigrable. En posant 
les conditions d*integrabilit£ sont 



^>(i)+»{s)=»- 



ces Equations joinles k la relation 

(9) K*— HL + MN=o, 

qni exprime que les deux systdmes de caracteristiques sont confon* 
dus, sont bien equivalentes aux conditions trouv^es plus haut (n* 34). 
Toute multiplicite M|, composee d'une courbe C situ^e sur una sur* 
face S du complexe et dcs plans tangents & la surface le long de C, 
satisfait aux Equations ditTi^renticUes des caracteristiques. Cependant, 
ce n'est pas en general une caracteristique, au sens g^ometrique du 
mot, car les courbes, suivant lesquelles les surfaces du complexe 
touchent leurs enveloppes, sont represt^nt^es par les deux Equations 

 [x, y, jr ; tf. 9 (a), ^ [a)] = o, 



= o, 



et dependent seulement de cinq param^tres a, f(a), f'(a), |(a), y{(ii* 
Ainsi, dans le cas de Tcquation rt «^ «^ = o, toute courbe plane est 
une caracteristique au sens analytique, mais les v6ritables caract6ris« 
tiqucs sont des lignes droites. 

88. Nous avons toujours suppose jusqu*ici quele eoefiicient N nMtait 
pas nul. Proposons-nous encore de former explicitement les conditions 
pour que les equations des caracteristiques admettent trois combinai* 
sons integrables, lorsque N est nul. Nous savons ddji que lea deux 
systdmes de caracteristiques doivent etre confondus, ce qui prouve que 
requation contiendra au moins une des derivees r et I. On peui sup* 
poser, par exemple, que le terroe en r ne manque pas, et ecrire 



t- • 
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r + 2K* + K«/ + M == o ; 
les Equations difKrentielles des caract^ristiques soat alors 

rfy — Kdso =2 0, 

Toute inUgrale intermMiaire V doit satisfaire aux deux ^uatioiw 

poor que ce systdme soil un systime jacobien, il faut et sufllt que 
ron ait 



(39) 



A(K) = ^-K^ = o, 

A(M) — B(K)=o, 



SO. Nous allons continuer l*exainen des divers cas qui peuvent se 
presenter dans Tint^gration des deux syst^mes qui donnent les inM* 
grales intermMiaires, et nous aclidverons d*abord I'^tude des ^ua« 
tions oil les deux syst^mes de caract^ristiques sent confondus. On A 
d^Ja fait remarquer qu*ellcs no peuvent admettre deux intdgrales inter- 
m^diaires distinctes seulement (n* 36). II ne rests done k examiner quo 
le cas oh les deux Equations du systdme (33) ont une seule integrate 
commune. Soit u cetle intdgrale commune; T^uation du second ordra 
propos^e admet toutes les intigrales de Fdquation du premier ordre 

tt (»» yt ^f Pf q) = const 

On obtiendra ainsi une integrate dependant d*une fonclion arbitraire, 
mais noQ pas Tint^grale g^n^ralc, puisqu*une int^grale d*une Equation 
du premier ordre est, en general, ddtermin^e, si on TassujettiU passer 
par une courbe donnde, tandis qu*il n*en est pas de mdme pour une 
^uation du second ordre. 

Dans ce cas, la methods de Monge ne permet done pas d*obtentr 
I'intdgrale g6n4rale d^une Equation du second ordre. Ampere a d^mon* 
tr6, par deM calculs asses p^nibles, qu*on peui alor$ ramener fiquaikm 
4 une autre ne eontenant que r eomme dirivie du second ordre. Avec Im 
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thtorie des transformations de contact, cetto propri6t6 s*ctablit aisi* 
ment. Soient o, to deux autres fonctions de «, y, jr,p, q formant avec ti- 
an systcme en involution, o*est-2i-diro telles que Ton ait 

[m, »] = o, [ti, v] = o, [p, iir]=ro; 

il existe alors deux autres fonctions p et « donnant lieu k Fidentit^ 

dw — p<iti — 9do = k {dx — pdx — qdy)^ 

Cela pos6, appliquons k T^uation du second ordre propos^e la trans-^ 
formation de contact 

a/ =r r, y'= ti, jr' = to, p' = ^, j' = p ; 

elle se change en une nouvelle ^uation du second ordre. dont les- 
deux syst^mes de caract^ristiques sont encore confondus et admettent 
la combinaison integrableefy' = o. On pent done prendre dy = o pour 
une des Equations differentielles des caracteristiques, et, par cons^ 
quent, la nouvelle Equation du second ordre ne contient pas de terme- 
en rt — s^ (n"" 26, p. 49). Elle est done de la forme 

HV + 2KV + LV + M' = o; 
en posant 

./-^' ,'-.i!£l /^^ 

on a, pour les caractdristiques, la relation 

W'dy't — %K'dx'dy' + LW« = o, 

qui doit £tre satisfaite en prenant dy' z? o, ce qui exige que Ton ait 
L' = o. Comme les deux systdmes de caracUiristiques doivent 6tr#- 
confondtts, il faut que Ton ait aussi K' = o, et la nouvelle ^luation ne- 
contient que r\ comme nous Tavions annonc<. ij 

La recherche de deux fonctions v^ lo, formant' aveo u un syst^me ea c 

involution, revient k int^grer r^uation 



car les trois ^nations 
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oik p, n| sont deax nouvelles conslantes arbilraires, repr^sentent alors 
une int6grale complete de reqaation u = «. Inversement, aoit : 

F(a>,y, *, «, p, nJ = o 

one int^grale complete de I'^qnation u = « ; si on r^out lea trois 4qaa- 
tioiu 

F («, y, *, «t, p, iO = o. 
^F. JF 

3F. JF 

par rapport k a, p, i), on en tire 

« = u{.9, y, X, p, q), p = v{w, y, z, p, j), Tf| = K? (», y, ^, p, jr), 

et lee trois fonctions u, o, to ainsi obtenues sont deux k deux en involu- 
»ion('). 

40. Nous aliens appliquer cette transformation k quelques exemples. 
ExEMPLB I. — Soit r Aquation (*) 

(40) djV — 4arV + V^ + ^' = o; 

les deux syst&mes idle caracteristiques sont confondus, et leurs Aqua* 
tions diffArentielles sont 

w^dp — iqdq -f* ipxdx = o« 
»Vy + iqdx = o, 

I^ premi&re est une diffArentielle exacte, et donne TintAgrale 



d'ailleurs, il n'existe pas d^autre combinaison intAgrable, oomme on 
s*en assure aisAment, en appliquant la mAthode gAnArale. L'Aquation 
c^p — 9* = 2x s*intAgre facilement en sAparant les variables et posant 

P) iqmaih$u dm prtml^r wtfrt, p. SSI. 

P) AiiPtes, /oiimsl d9 tte^U polyUchniftu^ XVIII* ea]iisr» p. f ft. 



«Z^ -r^r^m^i. 'f^^rr- 
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et on en d^duit I'tnUSgrale complete 






La transformation do contact d^duite de la relation 



* = Z + Yy — ^LtX\ 



• • 
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— ,. 



est d^finie par les formules 



(«) 



«=|, y = PY-Q, x = Z + ^-PX-QY. 
P» 



p = *^(2X + Y»), 7 = Y; 



. 



Les equations difiiSrentielles des caract^ristiques deviennenl 

cOC = o, rfQ — PrfY = o. 
La noavelle Equation aux deriv^es partielles sera done 



(42) 






1' . 



i 



:^i 



par suite, Tintegrale gen^rale de Tequation (40) est reprisentte par les 
formules (41), od Z d^signe Tintegrale gdn^rale de F^uation (42) el ot, 
on pose 

*^-JX ^ JY 



• fl 



On verra plus loin comment on peutint^||^rer Fequation [Vi)^ aumoyen 
de quadratures partielles. 
ExBMPLB II. — Prenons encore T^uation (*) 



(43) 



r 4- 2 (g — a:) # -|- (g — «)• I — j ss o. 



Les Equations diff^rentielles des caract^ristiques so&i 

rfy -|- (* — ?) ^^. = ^1 



tf 



(>) Aartn, be. cfl., p. IM, 



« 
i 
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on a une seale intigrale interm^iaire 

.2! 



qu'Q est facile d'inUgrer et qui admel I'inMgrale complete 



= («-5)»+^ + py+'»- 



La transformation de contact d^duite de la relation 



est ddfinie par les formule* 



PY* 

XaaZ— PX— QY— ^. 



Y« 



p = X-PY--5^. j = Y. 



I . 



Appliqiions-la k T^quation (43) ; les ^uations dilKrentielles des carao* 
teristiques deviennenl 

dK — o, P€nr + rfQ = o 
et la nouvelle equation est, par eonsiquent, 

JY^ + JX""^- 

On la ramine 4 r^quation (42) en changcant X en — X. 
Ampdre applique encore sa methode k T^uation 

(«^ + ?)*r + «(a: + ?)(y + i>)#4-(y+P)''+«(* + ?)(y+P) = o, 
que Ton peut ramener k r^uation 

STS — YVJX""' 

par une transformation de contact (*). 

(>) Amp^ sImplUKe aasuite cette ^luUon en posant X -■ «^, T s }^SW; eeqol 
Madnlt 4 l*«pMtioa ^ - Ids' ^ sa a. 



mjaam 
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41. Lorsqne les doux 8yst6ine9 de caracteristiques de r^quation (1) 
sont distincts, chacun d'eux admot au plus deux combinaisons inUgrables 
distinctcs, ou, ce qui revient au m^me, chacun des syst^mes d*£qaa« 
tions lin^aires (33) et (34) admet au plus deux int^ji^rales. Consid^rons 
d'abord le cas oili ce nombre maximum est attaint pour chacun des sys- 
t6mes. Soient : u et r, deux integrates distinctes du systdme (33); Up 
et 0| deux inl^grales distinctes du syst^me (34). L*6quation du second 
ordre proposde est ^quivalente h chacune des Equations 



D (ti> V) 
D {x, y) 



= o» 






= o; 



elle admet done deux integrates interm^diaires du premier ordre, ren- 
fermant chacune une fonction arbitraire 



(44) 



w = ? W» W| = 4^ (0|) ; 



ces deux Equations (44) sont, d*ailteurs, compatibles, quelles que soient 
les fonctions ^ et 4^, it cause des relations (n* 34) 

[m, u^] = o, [ii, p^] = o, [p, u,] = o, [», », J = o, 

qui entratnent la suivante 

[u — ff (p), tl| — I (0|)] = o. 

Si done on tire les valours de p et 9 des Equations (44), et qu*on les 
porte dans la relation 

ds — pda — qdy = 

on est conduit k une Equation complHemetU integrable, quelles que 
soient ^ et ^. Comme on ne peut pas, en general, tirerp et q des dqua* 
tions (44), lorsque les fonctions ^ et '\ sont quelconques, nous pren- 
drons deux nouvelles variables independantes a et ^ en posani 

de ces quatre Equations, on peut tirer quatre des variables a^ y, jr, p, q 

en fonction de «, p, ? («)» ^ (P) ®l de la cinqui6me. En portani oes 

valours dans la relation dz =pdx 4- qdy^ nous sommes conduits liiiiie 

equation comptetement integrable, quelles que soient les fonctions f 

et ^. Nous aliens montrer que Vinidgration de eeiU iquaiion $4 ramtn^ 

i de$ quadraiure$. 

orrtoRAnox dm tf^Anom. • 
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Nous nous appuierons pour cela sur lo lemme suivanl, qui sera sou* 
vent utile par la suite : 

Lemmb. — Pour qu'une Equation de la formt (1) fuisse tire rammU^ 
i la/brm0 



(45) 



« — X (a, y, s, p, }) =s o 



par une Iransfarmalian de conlacl^ U faul el il mfftl que lee deua «yf- 
itmes de caracUrUliquee soienl dislincU^ el que le$ iqualione de chacun 
d'euw admellenl au moms une eombinaieon inUgrahh* 

D*abord, ces conditions sont n^cessaires, car les deux syst&mes de 
caract^ristiques de T^quation (45) sont distincts, et admettent respecti* 
Tcment les combinaisons int^grables dv = o et rfy = o. II en sera done 
de mdme de toute Equation dMuite de celle-tt par une transformation 
de contact. Inyersement, soient cbi = o, cfv = o, deux combinaisons 
int^grables des Equations diff^rentielles des deux systtoes de caract^ 
ristiques, supposes distincts, d'une Equation du second ordre. On a vu 
que Ton avait [ti, o] = o. On pent done trouver trois autres fonctions 
10, p, 9 de 0*, y, ^, p, q donnant lieu k Tidentit^ 



dw — prfu — edv = A (rfr — p<to — qdy) 



et les formules 



of = Mv 



= V, 



Z = 10, 



p = h 



q'^e 



d^finissent une transformation de contact. Si on Tapplique k T^quation 
considehto, elle se change en une nouvelle Equation, pour laquelle les 
^nations diffiSrentielles des caract^ristiques admettent respectivement 
les deux combinaisons int^grables 

da^ =: o« dy =: o« 

Cette nouvelle Equation est n^ccssairement de la forme (45). 
Revenons maintenant aux Equations qui admettent les deux int4» 
grales intermMiaires 



=|Wi 



wi = + (0; 



si on applique k cette ^nation une transformation de contact tcUe que 
o et 0| se changent en a? et y respectivement, la nouvelle Equation est 



N. 



.i 
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de la forme (45) et admet deux int^grales intermediaires 



m 



U=:t(«), V=|(y). 
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Les deux foncttons U et Y doivent satisfaire aux deux conditiont 



ce qui montre que U ne depend pas de q et que Y ne depend pas de|i» 
On doit avoir aussi 



[U, V] = o. 



c'est-k-dtr« 



5U/JV , JV \ JV/?U , 3U\ 



OQ 



3U , JU 



^ 






JV JV. 

"~w — ' 



U ne dependant pas do 9, et V ne dependant pas de py la valour com* 
mune de ces rapports est une fonction lin^aire de p, et une fonctioa 
lin^aire de q, EUe est done de la forme 

Mpj + N jT + N> + P. 

M, N, N', P ne dependant pas de p et de q, et on doit avoir 









On d^duit ais^ment de Ik que U et V sont respeotivemenl de la 
forme 

U = F (Ap 4. B. «), 
V = F, (C<r + D,y). 



0^ A,B, Cf D ne dependent que de op, y, ^r. Prenoos, par exemple, le 
premier syst6me; il admet Tint^grale U == «. Pour demontrer qu*il en * 
admet une autre qui est de la forme Kp -{- B, remarquons que ce syt^ 



-M 



I 

I 
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Ume complet est Equivalent k r^quation compUtementint^grable 

rfp = — (N> + P) rfy — (Mp + N) &r, 



; doDt rint^gration se ramine k rint^gration do deux Equations linEaires 

successiveSy et dont TintEgrale gEnErale est, par consEquent, de la 
! forme 

I Ap + B = const 

I : ' Les deux Equations (46) peuvent done s^Ecrire 



ixi\ i Ap + B^F[a^.^(i»)] = «(a^), 

**'^ . I Cj + D = F, ty.+(y)] = v(y). 

La condition d*intEgrabilitE 

[Ap + B, C^ + D] = o 

nous donne alors les relations suivantes 

.JC_p3A .DC ^?B .DD pDA .J)D_^J>B, 
cjT oz cm dz oz oy ow oy 

Q 

la premiEre montre que le rapport -r est independant de jr. Posons 
C = Ae^ ; les suivantes devienneni 

« 

— =«^— , 
ix 'by 

DiffErentions la seconde par rapport k <v^ la troisiEme par rapport 
k jr et Eliminons z~^ il ^icnt 

"ix^ ' 9y S» ^iz 

Enfln, si Ton dUTErentie la premiEre par rapport k y et qu*on compare 
k eeUe-d, U reste . 

A-^ = o 



■^*F^*i»w; 
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C ^ (x) 

On voit dono que le rapport ir est de la forme r^v ^ (^) ne d^pen* 

dant que de x^ et 0, (y) ne dependant que de y. Multiplions la premiere 
des Equations (47) par (a?), la seconde par 0, (y), on a deux nouTelles 
Equations de m^ine forme o(l A =s C 



m 



Ay + B = (oj) * («), 
A« + D = 0,(y)V(y), 



et les conditions d*inl^grabilite sent 

^» "" ^jr ^z Dy X» Jy 

On voit que A, B, C sont les trois d<§rivees partielles d*une mdme 
fonction W (a?, y, 4") 

W (a?, y, s) = J Kdz + Brfa? + Drfy, 
€t les equations (48) penvent s'dcrire 

IF p + 1:; = • ^*) * ^*)» 

Vintigra^e ginirale est done donnie pat' la formula 
(49) W {X, y, z) ^f% {x) * {x) dx +Jo, (y) V (y) rfy ; 

on est bien ramen^ a des quadratures, comme nous Tavions annonc^. 

42. Si on veut obtcnir une surface int^grale passant par une eourbe 
donnie et tangente k une dcvcloppable donnie le long de cette eourbe, 
les fonclions f et 4^ sont detcrmin6es par \k mdme, et les Equations (46) 
auxquclles le probl^me est ramen<^ en definitive s*int&grent par des 
quadratures. Done, pour les e<|uations du second ordreconsidirtes ici, 
la toltiiion du prchleme de Cauchy $6 rambne d des quadraiuru. Oa 
suppose, bien entendu, que Ton a obtenu les deux intigrales interm^ 
diaires u = 9(0}, u^ =^ 4^(91)1 ce qui exige Tintegration prialable de 
deux systdmes complets. . 



^ 
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Mais il est possible d*obtenir, pour TinUgrale gdn^rale de T^uaiioD 
du second ordre« des formules oh les fonctions arbitraires ne figurent 
sous aucun signe d*tnt£gratioii. En effet, f et *^ iiani des fonctions 
arbitraires, il en est de mdme de {») ^ (a?), et de 6, (y), V (y)i et on 
pent poser 

•(«)♦{*) = £• •i(y)V(y) = ^ 

X £tant une fonction arbitralre de d?, et Yune fonction arbitrairede y; 
rint^grale g^nirale des Equations (48) est alors * 

W(«,y,jr) = X + Y, 

et renferme explicitement les deux fonctions arbitraires X et Y. II en 
sera, par consequent, de m6me pour les formules qui repr^sentent Tin* 
t^grale g^nirale de F^uation du second ordre. 

43. On pent arriver au m^me r^sultat par une ^tude directe des Equa- 
tions de la forme (45) 

(45 W) « — X {x, y, jr,jp, j) = o. 

Les Equations diffErentielles des deux syst^mos de caractEristiques 
fiont respectivemeni 

dt — pcto — qdy =s o, Idz — pda — yrfy = o, 

dxiszo^ I efy rs o, 

efprsXify, \dq=zXd». 

Les ^uaUons Iin4aires,quid£t«rininentle8 intdgrales interm^diairM 
correspondantet, sont 

Prenons, par exemple, le premier systdme. II doit admettre une 
intEgrale diOErente de V = y. La premiere Equation montre que cette 
intEgrale ne dEpend pas de |> ; Q en est done de mEme de 

JV JV JV 
im' is' >7 
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et, par suite. X doit dtre una fonctioa linteire de p. On verra de mAme 
que, si le second syst^me admol une autre integrate que V =3 y, X doil 
Atre une fonction lindaire de f ; X doit done dtre de la forme 

X = \pq J^Bp + Cq + D, 

m 

A, B, C, D ^laat des fooctions de ce, y, x seulemeat. Remptafons X par 
cette valeur dans le premier systime ; la seooude Equation dev lent 

ji + (C?+D)^+pj^ + (Ay+B)^[ = o 
et, comnie Y ne depend pas de p, on doit avoir s^par^ment 

S; + (CJ + J>) x: = o. ^ + (A« + B) 3J7 =: o. 



^ 



is 



^ 



f 



« 



I 



Pour que ces deux dquationj forment un systdme complet, tl faut que 
Ton ait 



^* + g + A(C,+ D) = g,4-'5 + C(A, + B); 



ix 



e*est-&-dire : 



J>A JC JB , .^ 5D , „^ 



En exprimant de mdme que le second syst^me admet une autre inti< 
grale que V = ^, on trouve les conditions 



5y "~57^ 



f + AD=f;+BC; 



I 



on a done 4 la fois 



5* 



3A__J>B 
Jy ix 



3C_»B 
3y ia 



ce qui montre que A, B, C sont les trois d^rivtes parUellet d'aae 
fonction — U («, y, «) 



• ! 

• 'I 

• M; 



A- ^ 



B = ~ 



V — J>»' 



• • 



» 



I 



F 
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J^ + 21^ ^ "f" ;>aT dy ■•" l>xbv ^ • 



d*oik on Ure 



»=--/-(Sf+S)---^v(... 



L*<qttation (45) big est done de k forme 



«+ 






U ^tant uhe fonction de »» y, jr, et W une fonction de » et de y. 

Soit maintenant Y («, y, r) une fonction ind^termin^e de «, y, jr. 
Prenons-la pour nouvelle fonction inconnue ; on a 



Z = V {«, y, *), 



*^ = Ji + a;^' 



dx> 



* ■" air J>y ~ JtoJy "t" J«3* * ^ Jy3* ' "•" ^' « '^ "*■ ^ ' '• 



3»Z 



d^ 



L'^uaUon %~xr = o sera done identiqae k T^ualion pr^cMente, 
povrvn que Ton ait • 



J»V 




is' 


dU 


ix 




dtrily 





JV_~Jy' 



c\rax au 



=S^"| w (.,„+/.« (gf+^)H-. 



II soffira de prendre pour oela 

V =/a"d:r+V,Ky), 
V| («i y) iiant une integrate de T^uation 



V 



-V 



/ . 



I  
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On Toit dono qu*il suflit d*un simple changement de foncUon inooQnue 
pour qae r^quation prenne la forme 

= 0, 



dopdy 



Nous pouvons, par consequent, dnoucer le tlieordme suivani : TouteM 
Um SquaHoiu du second ordve qtu admeltent deux intigraUs iniemU* 
diaires du premier ordre^ conienoM c?uicune une fonclion arhitraire et 
appartenani d dee caractirUliquee diffirentee^ peuveni ee ramener^ par 
WW Iransformalion de contact^ d Fiquation e ss o {% 

44. Appliquons les m^thodcs pr^ccdentes k I'^quation 

(50) (i + 5^*) * - Mr= o, 

qui d^finit les surfaces, pour lesquellcs les sections faites par des plans 
paranoics au plan des yz sent des lignes de courbure. Les deux sys- 
tdmes de caracteristiques sent d^finis par les Equations 

dz — pdx — qdy = 0, dz — j}dx — qdy =s o, 

cte = o, pqdx 4- (I + ^*) rfy — o, 

(1 + q^) dp — pqdq = 0, dq = O. 

On aper^oit immediatement deux conibinaisons int^grables danscha* 
cun de ses syst^mes, sans qu'il soil nccessaire de former les syst^mes 
complets correspondants. Ces combinaisons sont, pour le premier sys* 
t^me 

et, pour le second syst^ma . 

dq=zo. d{jf +qz)=soi 

r^quation du second ordre admet done les deux intdgrales intermi* 



(I) Ce rtiiiltat a M obtenu par M. 8ophus Lie et par M. Darbeux dant let 
moires cit^s plus hant 



I. 
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Pour appliquer la premi&re m^thode, prenons pour variables indi* 
pendantes meiqion tire des ^uations pr^cMenles 

J) = Vi + »* \^»Wi» y = -H») — -^jf 

el en les portant dans r^uation 



il Yient 



dz = pd9 + 9 dy, 



ds = V* + ?* V? (*) <*» + ?*K(?) ^? — ?**^ — '"^?*'?t 
oa 

VI + J* 

Comme f 6t ^l* sont deux fonctions arbitraires, on peat remplacer 
f {at) par f ** (») et effectaer le cbangement de variable 



9 , 



? = 



Vi- 



en posant ^ (q) :=■ 0' («). La formule qui donne * devient 



d (x VI + q*) = f ' (*) <*» + ««• («) «fa. 



Celte formule, jointe k la relation 



y + yjrss^(j) 



repr^sentent TinUgrala g^njrale de T^quaiion proposte. 

Pour ramener F^uation (50) k la forme canonique « =: o« il autfil de 
lui appliquer la transformalioii d'Amp^re 

• • • 

le premier aystime de caract^ristiquet derienl 



*^ = o, (i+y«)d>'-p 



o. 



v ' 



^^.- ■; "SVT'-i 



numgnw 



■^■— I 



 ^^ ■■>w > 
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La nouvelle Aqaatibn est done 



(i+s/*)*'-py=o, 



et il suflit de poser z' = V* + y'* ^ pour avoir Tiquation 
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45. L'dquation # == o admet lea deux integrates intermMiaires 

p = ?(«?)» ? = + fy)- 

Soient X, Y, Z, P, Q, cinq fonctions de ro, y, jt, p, q donnant lieu k 
ridenUte 

dZ — PdX — Q(fy = p (djr — pdx — qdj/j ; 

la transformation de contact 

a;'=X. y-rrrY, ^ =z Z, / = P, jr* = Q, 

appliqu^ k T^uation #' = o conduit done k une Equation qui admet les 
deux int^grales interm^diaires 

P = ,(X), Q=>(Y), 

et inversement, oa obtieat ainsi toutes les Equations du second ordre, 
admettant deux int^grales iaterm^diaires, appartenant k des carao- 
t^ristiques difliSrentes, et dependant chacune d'une fonction arbitrair*. 
Comma exercice, on peut verifier qae les deux ^nations 



D (P, X) ^ 
D(«,y)-*' 



D K y) 



sent dquiTalentes. 

Rbmarqub. — fitant donn^es quatre fonctions disiinctei de a^ y, jr, 
p, jr, satisfaisant aux relations . 

[••»tl|]=sp, [m,»,]=0, [9,lf|]=0, [».»«1==0, [U.OJ^O, [M|,«|]^0, 

il existe toujours une Equation du second ordre admettant les denx 
int^grales intermMiaires 



• * ft 



X - I 



":• 
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Consid^rons, en effet, r&iuation du second ordre 

qui est dquivalento k T^quation du premier ordre u — ^ (v) = o aveo 
une fonction arbitratre f • Lcs caracUristiques de cette Equation du 
premier ordre sont donntes par Tint^gration de T^quatton lin^aire 

[u — f («), r] = o, 

qui admet les deux intdgrnles u, et V|, quelle que soil f. Toute inld- 
grale de T^quation u — f (o) =? o satisfait done aussi k une ^kjuaiion 
da la forme U| — ^ {v^) := o. 

46. Consid^rons maintenant le cas oili un seul des syst^mes de earac* 
t^ristiques admet deux combinaisons inl^grables du = o, cfp == o, tan- 
dis que le second syst^me de caracl6ri»tiques admet une seule combi* 
naison int^grable dw =z o. Les trois fonctions u, o, w sont disiinctes, 
el on a 

[u, v] ^ o, [u, te] = o, [v, to] = o. 
L'dquation du second ordre admet Tint^grale intermediaire 

dont Vini^vaiion se ramhne^ quelle que toil la fonction arbitraire f , d 
VinUgraUon dune Equation diff^reniielle ordinaire du premier ordre. 
On a, en effet, quelle que soit la fonction y, 

[u-^ff{v),w\=so\ 
si des deux ^nations 

If — f (p) s= o, tp = a, 

oik a est une constante arbitraire, on tire deux des variables cOy y, jr, 
p, f en fonction des trois autres et qu*on porte ces valeurs dans T^qua- 
iion 

rfir — pda — qdjf = o, 

on Irouveraune Equation aux dilT^renticlles totales compUtement inl6- 
grablcy dont I'intcgration donnera une int^grale complete de riSquation 






la ir n-tm- ' ^ ^.^-t»^.^-» f>- 
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u — f (o) r= o. II sera commode d*introduire une nouvelle variable «eii 
posant : 

et de tirer trois des variables a^ y, ^f Pi 9 ^n foncUon des deux der- 
nitres et de la nouvelle variable a, puis de porter dans rdquation 
rfjr — pdx — 9<fy = o. 

La solution du probl6me de Caucliy est done ramente k Tintegration 
d*une Equation dilKrentielle du premier ordre ; mais il est, en g^n^ralt 
impossible d'obtenir, pour Tint^grale generate, des formules oti les fono- 
tions arbitraires ne figurent sous aucun signe d'inl^gration, comma 
cela est possible dans les deux cas d^jk examines* 

On peut encore op^rer comme il suit. Imaginons qu*on ait effectn^ 
une transformation de contact de fa^on k ramener T^quation k la forme 



(51) 



« = X (or, y, X, p, q). 



ce qui est possible, puisque chacun des syst^mes de caract^ristiques 
admet une combinaison int^grable. L*un des deux syst^mes de carae- 
t^ristiques de la nouvelle equation doit admettre deux combinaisons 
integrables ; supposons que ce soit le syst^me 

dj — pdx — qdy = p, dx =: o^ dp — Xrfy = o. 
Les Equations lineaires correspondantes 



(5i) 



\ 



3V 

57 + ^j7 + ^j^ 



?= o 



doivent admettre une autre integrate commune que V = 07; la premiere 
Equation montre que cette integrate sera ind6pendante de q. EUe sera 
done de la forme V == /"(a?, y, ^, p), et T^quation (51) aura une int4* 
grale interm^diaire de la forme 

/'(^lyi^iP) = ?(»). 

que Ton peut int^grer comme une dquation diff^rentiella ordinaire fc 
deux variables aeis. / 
Si les Equations (52) admettent une int^gralei autre que V s «| nt 
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dependant pas de q, la seconde ^uation montre que X sera de la forme 



A et B <tant des fonctions de «, y, s, p et la seconde Equation (52) se 
dMoubleen deux Equations dislinctes: 



qui doivent former on sysi&me jacobien ; ce qui exige que Ton ait 

On Yoit de mAme que la cond iiion n^cessaire et sufllsante pour que 

r^qualaon 

« s Cp + D« 

oi)i C ei D sont des fonctions de 09, y, x« q, admette une integrate inter* 
m^diaire de la forme ^ («, y,^, q) = *f (y), est exprimte par la relation 

?^ + C— = -+D— • 
>-r ' Jg cto ' iq* ' 

Consid^rons, par exemple, une Equation liniaire de la forme 

(S3) # + ap4"*J + «* = o 

oik a, ft, c sont des fonctions de »^ y seulemenL 
6crivons-la 

«n posant 

C = — a, D=s — igr — e-r; 

la condition pour qu*elle admette une intigrale intermddiaire du pre- 
mier ordre avec une fonction arbitraire de y est ici 

5j + iift-c = o. 
Si cette condition est remplie^ T^uation peut en eifet s'terira 



1 l>^l ■■■>■• f 



MMHBMUi 



A 
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I 

elle admel par consequent TinUgrale intermMiaire 
154) ~ + ajr = ^e ^ . 

Y d^signani une fonction arbitraire de y. L'^uaiion (54) peal Mre int4* 
gr4e comme une ^uation lin^aire du premier ordre ordinairei ei I'lii- 
t jgrale g^ndrale est donn^ par la formula 



= .-/•*! X+/Y.>'-*--^**rfyj. 



X etant une fonction arbitraire de a. On voit que Tune dee fonctiona 
arbitraires X figure explicitement dans cette formule, tandis qua la 

seconde fonction arbitraire Y est engag^e sous le eigne /. Tout pareil* 
lement, si on a ' 

-+a6^c«o, 
Tequation proposte (53) admet Tint^grale interm^diaire 

|J + 6x = X,-/-». 
et rint^grale gdn^rale est 

47. Prenons encore Tequation 
(55) s ^ ApjT =s o, 

ofi k d^signe une constante ; elle pent s'terire 

et admet, par cona^uent, Tint^grale interm^aire 

f etant une fonction arbitraire. L*application de la mithode gdntada 



J 
it 



t 
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moDlre, d'ailleurs, qu*Q D*en existe pas d autre. Pour int^grer ceite 
Equation diffireniielle, remarquons qu'on peut poser 

? (y) = +' (y) - 1 +• (y). 

« 

^ (y) ^iaoi aussi une fonclion arbitrairo de >, et, en faisant le change- 
ment de variable 

r^quation devieni 

Reprdsenions k^ (y) par ytV ®^ posons encore 

II :=: 96 (y) ; 
TequaUon prend la forme 

^-|6(y)v« = o, 
dont TinUgrale g^nirale est 

r 

— S 



« = 



*(X + Y)' 



X diant une fonclion arbitrairo de 07, et Y une fonction arbitra ire de y « 
igale kA (y) cty. On en dMuit successivemeni 



*(X + Y)- 



de sorte que TinUgrale gto^rale de I'dquation proposde est donntfe par 
la formale 



AY' *(X + YJ 






t • 



dordy dy ia 

on retrouve bien requation (53) et on en conclut queTintdgrale gtoerala 
de Tequation de Liouville est donnee par la formule(') 



48. Lorsqu*un seul des syst^mes de caract^ristiques adniei deux 
combinaisons intdgrables du = o, eft; = o, et que l*autro n*ea admei 
aucune, T^quation du second ordre propose admet Tint^grale interm^ 

• • - • 

(*) MoxoE, Application d€ ranalyte it la ffiomilne^ 5* Edition, corrig^e par Lkra- 
▼Ule. Note IV, p. 591. 

yu yu 

(*) On voit de inline qae Tint^grale g^ndrale de liquation ^ -f- r-j s <!« etl 
donate par la formule 



■>-mm 



z ddsignant une intdgrale qtieleonque de T^uatlon de Laplaoe 
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On ramtae k Tdquation (55) Tequation suivania 

int^gree par Liouville (*) h Taide de considerations g^om^triques. Si on 
pose en effet 

Jy 
I'^quation pr^cedente pent s'terire 

Pour 6Iiminer u entre ces deux relations, il suffit de diff(§rentt6r la 
scconde par rapport k y, ce qui nous donne 



nrteitATras Mtn CqiiAnon. 
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U^f {v). 



mab les fooctions u et v peuvent Aire absolument quelconques. Tan! 
qu'on ne parlicularisera pas la fonction y, on nepourra pas, en gto^ral^ 
achever rintigration. La solation da probl^me de Cauchy sera ramente 
4 rint^gration d*un syst^me d*^uations diffi^rentieUes ordinaires. 

Si aucim des sysl^mes d*£qualtons dilKrentielles qui d^finisseoi les 
caractfrisUques n*offre deux combinaisons intdgrables, la mdlhode de 
Monge ne permei pas d*obtenir Fint^grale g^n^rale de Tdquation pro* 
pos^e. Elle permei seulement d'obtenir des inUgrales dependant d*une 
fonction arbitraire, lorsque Funou Tautre des syst^mes admet unecom- 
binaison int^grable. 

Nous avons dejii vu que, lorsque left deux systdmes offrent chacun une 
combinaison ini^grable, Tdquation est r^uctible k la forme simple 

# = X (». y, X, ji, q) 

par une transformation de contact. Si un seul des syst^mes de caract^ 
ristiques pr&sente une combinaison integrable, on pent toujours faire 
one transformation de contact, de fa^on quecette combinaison int^grable 
soit dy = o. L*^uation n*aura done pas de terme en vi — «* (n* 28, p. i8) 
et sera de la forme 

Hr-).2Kj + Ll-|-M = o. 
Une des Equations diflerentielles des caract^ristiques est 

Hrfy< — 3K dxdy + Lda>^ — o; 

il faudra done que Ton ait L = o, et la nouvelle Equation aura la forme 
simple 

Hr+2K# + M = o. 
Nous aliens appliquer ces transformations k quelques exemples. 

49. Consid^rons r^uation(*) 

4^r — Ax^qs + 3^*1 -f" 2flp*p = o; 
les ^uations diff(§rentielles des deux syst^mes do caract^ristiques sont 

« 

(>) AMPtai, JwnuU d€ FieoU pol^techmqw^ IS* cabler, p. 111. 
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dz — pdx — qdy = o, 
x^tfy -f- qdx = o, 



dx — pdx — qdy := o, 
oj^dy -f- 2qdx sa o, 
w^dp — qdq -|- ^ipxdoo =s o. 



Les demi^res Equations de ces deux sysl^mesdonnent, imm4diateinent« 
deux inUSgrales premidres 



px^ 



— ^ = a, 



1 ?2? A 
pa^ 2 = *» 



et il est facile do verifier, en appliquant la mdthode g^n^rale, qa*il n*y 
en a pas d*autre. Pour avoir une troisidme fonction en involution aveo 
ces deux-la, il suflBt d*integrer le syst^me form^ par les deux ^uations 
pr^c^dentes. On en tire 



P = 






? = >/*—«> 



et par suite 



^ = — --^^ + y^6 — a y + c. 



Reinpla^ons a et 6 par leurs valeurs, Ics trois fonctions 



X = p.r* — ^ • Y = /MP 



= imp' ^f 



Zziz Z'\^px — qy 



:^ 



T 

I; 



'i 



 



forment un systeme en involution. Si nous portons ces valeurs de 
X, Y, Z dans la relation 



rfZ— Pc/X — Qc^Y = p(rf^ — pd^— ydy), 



nous trouvons 






^ tq 2» 



Inversement, en r^solvant par rapport k a, y, «, p, f , on a les for> 
mules 



, = H _ r-»X - Y) (P 4- Q) ^ (p ^ 3Q)(x - Y) 



L- 
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qui definissent unelransformalion de contact. Appliquons-la k Tdquation 
propos^e ; le second syst^me de caract^ristiqueg devient 

dZ-PdX-QrfY=o, rfX=o, 4(X-Y)dP+(P+3Q)rfY=o. 
La nottvelle Equation est done 

^(^-^)5x5y + mc + ^5y = ^- 

50. 6taat donn^e une Equation 

Hr + 2Kt + L< = o, 

ot les coelficients H, K, L ne dependent quo de p et 9, les ^nations 
diflerenlielles des caractdristiques sont, en ddsignant par X| et X, les 
deux raciAes de Tdquation^ 

IIX« — 4KX + I. = o, 

 

di — pda — qdy = 0, djr — pdx — qdy = o, 

djf — X|€£» = 0, dy — Xjcto = o, 

nX|rfp -f Ldq = o, HXjrfp + ^ = <>• 

Comme H, L, X,, X| ne dependent que dep et de 9, les deux Equations 

IIX|dJ9 -f- Ldq = o, IIX^p -|- Ldq == o. 

donneront deux combinaisons int^grables 

jAi {ll\dp + Ldq] = du (p, g) = o, 
14 (HXjrfp + Lrf^) = do {p,q) = o, 

|A| et 14 d^signant deux facteurs integrants. Les formules 

X = ti(p,9),. Y==r(p, ^), Z = jr— p» — ^y 

^ « 

definissent une transformation de contact qui, appliqu^e k IVquatiou 

J'Z 

proposte, eonduira k une Equation ne renfcrmant que ww <^ni™^ 

derivee de second ordre; il est facile de voir qu*elle contiendra lineai- 
rement les ddrivees du premier ordre. 

Appliquons ceci k r^quation aux ddrivces partielles des surfltcet 
mMmm 

(56) (i-|-«*)r-2Kft + (l+p«)l = o; 



4 

V 
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Les Equations diff^renticlles des caract^ristiquefi sont respectiveinent 

Idx — jKto — qdjf = o, . 
(1 + q*) rfy + (m - « Vl + P'4-g*") <to = o. 
(1 + q*) dp-(pq + i VI + P* + q') dq = O; 
, dx — pdjf — qdy := o, 

(B) j(t+y*)rfy + (M4-» YiT"7>'-ry*) <fa> = o. 

( (« + «*) dp-{pq- »vr+F+?) rfj = 0. 

La derniire dcs Equations (A), r^solue par rapport kp, donne 



,=,*±.V,+g)', 



C*cst uiie Equation de Clairaut, dont Tint^grale g^n^rale est donnte 
par la formule 

oil, en resolvant par rapport k C, 






Si on a egard au signo du radical, on voit aiscment que Tint^grale g6- 
n^rale de la derni^re des Equations (A) est 



pq — I V 1 4- p* + «« i \ n* 

^ 1^^; ^ =ti(p,g)=C; 

de m(ime, TinUSgrale gendralo de la derni^re des ^uations (B) est 



iqp^i = « (Pi 9) = t. . 

L*dquation aux d^rivtos partielles dcs surfaces minima admet done 
toutes les int(^grales des Equations du premier ordre 

ti (p. 9) = C, V (p, 9) = C\ 

Le lectcur vcSrificra facilemcnt que les surfaces ainsi oblonues sent des 
cdnes, ayant Icur sommet en un point imaginaire du cercle de Tinflni, U 



* 
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y a aussi une int^grale intermMiaire singali^re 

* + P* + ^' •= <>t 

qui donne ioutes les surfaces d^veloppables, circonscrites au cerole de 
rinfini. 
Si on effeclue la transformation de contact, d^Gnie par la formula 



X = 



-.ffiLz: 






on est conduit & une Equation ne renfermant qu*une ddrivee du second 

5*Z 

ordre ww* Nous ne d^velopperons pas le calcul, qui sera effectud 

tout k rheure d'une fa^on plus ginirale. Remarquons seulement que, 
si on emploie la transformation do Legendre, Tdquation (56) devient 

(57) • (i + yt) ^ ^ 2^y, + (1 + »«) I = o 

51 • Soit encore 

(58) Ar + 2Bt + Cl + Dp + Eg + F;r + G =* o 

une Equation lindaire du second ordre, oil A, B, C, D, B, F, G, sont des 
fonctions quelconques de 09, y. 

D*une manidre gen^rale, supposons que Ton substitue aux variables 
^tVi deux nouvelles variables (, i|, li^s aux premidres par les formules 

» = ?.(5.ii)t y = + (5.^; 

on a 



&r $f ^ I ^23 



5y ^ ?y "*" 5i| V 



r- = ^ c- + - c^t 



V"J«' VW "*" a;aTiayay'*'cVVy/ "^ J; *>• "^ 3H| ay«' 



•'-■-' — ^ imt tw M — "" 1 -— " '" '• I Tr-niTTi' r i-rtuV.'j I'li'i " I.* "..I," rj" - f..^-l* ^ ;-■'?: 
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ei r^quation (Sft) so change en nne nouvelle Equation 

(59) A,^^ + 2B.^ + C,^ + D,^ + E,^ + F^ + G=o. 

oik on a 

ii) +«B^5+<=(i»)' 

B _ A ^ ^ + B /'-'^^ ^ 4- ^ ^^ 4. C - ^. 
' J»« 5* \?JB ^y ^^ >y Jte ' ' Jy i)y 

• ox^ • cxoy ' tfy' ' dor ' dy 

Les coefficients A| et C| seronl nuls si Ton prend pour \^ i| deux 
int^grales dtstincles de T^quation 

Si on a B* — AC ^ o, T^quation 

Aa« + 2BX + C = o 

a ses deux racines distinctes X, et X, ; il suflira de prendre pour \ (09, y) 
nne integrate de Tdquation 
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. 






; 



Jo? *« c>y - ®' 



et pour i| une integrate de T^qnation 

^ 



Jar ' >y 

Ceci est bien d'accord avec la th^orie g^n^rale» car rfE («, y) s= o ei 
rfy| (09, y) =: o sont alors doux combinaisons int6grables des dquationa 
dilT6rentieIles des caract^risliqnes. 

Ce calcul ne s*applique plus, lorsque B' — AC = o. On peat alors 



I- 
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prendre pour i| {a^ y) une inUgrale de r^quation 



et pour I {aft y) une fonction quelconque disiincte de celle-lli. On aura 
alors pour la nouvelle ^ualion 

r 

B| = C| =: O. 

B2, Lorsque les Equations diOereDtielles des caracldridtiques n*ad« 
inettent aucune combinaison int^grable, les m^thodes pr^c^dentes ne 
permettenl plus de ramener T^quation propose k une forme plus 
simple. M. Imschenelsky a remarqud que, quand on connatt une ini6* 
grale d*une Equation du second ordre« renfermant trob constantes arbi- 
traires, on peut, par une transformation de contact, en d^duire une 
autre Equation ne renfermant pas de terme en r< — j>. La proposition 
est facile k ^tablir a priori. 

En effct, si une i&quation du second ordre ne contient pas de terme 
enri — «*,r^quation qu'on en d^dutt par la transformation de Legendre 
ne renferme pas de terme inddpendant de r,«, I, et inversement (p. 51). 
Or, une Equation qui ne renferme pas de terme inddpendant est caractd- 
ris^e par la propridtd suivante : elle admet pour intdgrale une fonction 
lindaire quelconque de 09 et de y, jr = ov -f* ^y ~h ^' ^^'^ posA, 
supposons qu*uno Equation de la forme (1) admette une famille d*int4« 
grales dependant de trois param^tres 

(80) » (or, y, jr ; a, », e) = o; 

on peut eifectuer une transformation de contact, telle que ce complexe 
de surfaces devienne I'ensemble des plans de Tespace. Si on applique 
cette transformation k Equation proposte, la nouvelle Equation admet- 
tra done, pour intdgrale, une fonction Hneaire quelconque, et il suffira de 
la transformation de Legendre pour dtre conduit k une Equation lindaire 
en r, a, f . 

L*ensemble de ces deux transformations ^quivaut k une transforma* 
tion unique, qu*il est facile de definir. Considdrons, en effet, la trans« 
formation de contact ddduite de la relation fondamentale 

(61) •(«.y,^;X,Y,Z)=ia. 

Lorsque le pomi w^ y, s dterit une surface S du complexe, corres- 






„ ^1 , • i^-^tn f^Hi'rttnn Ttii^*** ' -^iw-' 
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pondante aux valeure a« b^ c des paramHres, la surface S reprteenUe 
par liquation (61), o(k on regarde X, Y, Z comma lea coordonndes 
courantes, passe constammeni par le point 

X = a, Y = ft, Z = c. 

A une surface du complexe correspond done un point; ai on effectae 
maintenant la transformation de Legendre, un point se change en an 
plan. La transformation de contact cherchde est done celle qui est 
d^duite de la relation fondamentale (61). 

58. La determination des integrales ihterm^diaires donne lieu k une 
observation que nous avons laissde de c6t4, pour ne pas multiplier lea 
remarques secondaires. Soient 

d:: = pdx -f- 9<^P% 
H (a:, y, *, p, j ; cte, rfy, dp, dq) = o, 
H| (a?, y, z,p,q\ dx, dy, dp, dq) = o, 

les equations difr<§rentielles de Tun des systdmes de caractdristiques, 
qui sont lin^aires en dx, <fy, dp, dq ; si toutcs les integrales de T^ua* 
tion du premier ordre 

V = 0\ 

satisfont k Tequation du second ordre propos^e, la fonction V doit satis* 
faire k un systdme d*equations lin^aires et homog^nes, que Ton obtient 
en remplagant dx, dy, dp, dq par 



respcctivement, dans le sysleme precedent, ou dans le syst^me analogue 
relatif au second syst^me de caracteristiques. Toutes les fois qu'une 
equation du second ordre admet des integrales intermddiaires, dependant 
d'une constante arbitraire, on les obtiendra certainement de cette fagon. 
Mais, si une Equation du second ordre admet une int^grale tnterm^airo 
Y = o, ne dependant pas d*une constante arbitraire, il n^est pas ndoet- 
saire que les relations lindaires obtenues en 

3Y JV 
soient vdrifides identiquement, il sulltra qu'elles le soient en tenant 



. I 



• , 
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compte de la relation V = o. On evite cette difficult^ en supposani qjae 
de Teqnation 

V = o 

on ait tir^ une des inconnues, s par exemple, en fonction des aiitres 
Yariablea a^ Vi P« ft 

Les ^qaations obtenues pour V se changent en nn systdme d*6qua- 
tions linteires, mats non homog^nes, qui determinent la fonction 

Reprenons, par exemple, T^quation des surfaces minima ; les iqua* 
tions auxquelles doit satisfaire une int^grale intermMiaire sont les 
suirantes 

 4 

Si on y remplace V par 1 4. p> -}- q*^ le r^sultat de la substitution 
dans la premiere est 

*(P' + ««)(« +p' + ?«): 

ce rteultat n'est pas identiquement nul, mais il cstnulen tenant compte 
de la relation V := o. L'^quation des surfaces minima admet done Tin- 
t^grale intermMiaira 

 

l+P' + 9* = Of 
r^sultat d^jli signaM plus haut (n* M). 

54, La m^tltode d' Ampere est, k certains ^gards, plus g^nirale que 
celle de Monge ; elle se rattache aussi k la tli^orie des caract^ristiques. 
Consid^ronSf d*une manidre g^ndrale, une Equation du second ordre de 
la forme (I), et soient 

Ids — pdw — * qd^ = o, 
A€fa9 + Bdy + Cd> + Del; = 0, 
A'cfo + B'rfy 4- C'dfpf D'dq = 0, 

les ^uations diifdrentielles d*un des syslftmes de caract^ristiquet. 



I 
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Soil S une surface integrate; rapportons cette surface k un systdme de 
coordonn^s curvilignes («! p), les courbcs p = O* 6iant prteis^Smeni 
les caractcristtques de celle surface qui satisfont aux Equations (62), 
ei les courbes a = O* 6tant absolument quelconques. Alors les coor- 
donn^es x^ y, jr d*ttn point de cette surface sont des fonciions des deux 
variables ind^peiidantes « et p, 

(63) »=/(*,?), y = ^(«, p), ^ = + («,«, 

et ces trois fonctions doivent satisfaire aux conditions suivantes. Les 
valeurs de p et de g^ ^tant d^terminces par les relations 

lorsque le paramdtre p resle constant et que a varie seul, T^l^ment 
(•"^1 Vi ^» Pi 9) doit d^criro une multiplicity caract^ristiquei satisfaisant 
aux Equations (62). On doit done avoir 

si on imagine qu*on ait remplac^ x^ y, t, p, q par leurs valeurs tirfes 
des formules (63) et (64), on a ainsi deux equations simultan^es, renfer* 
mant les d^rivdes partielles du second ordre, cntre les trois fonctions 
/; f , ^. Inversementf si ces Irois fonctions veriiient les deux relations (65)« 
la surface representee par les formules (63) est un lieu de multiplicites 
caractdristiques et, par suite, une surface int^grale (n* 24). 

En appliquant ce precede, on a done seulement deux Equations pour 
determiner /roi« fonctions inconnues. Ccci tient & Tindetermination de 
la seconde famille de courbes cobrdonnees a = O*; on pourra, dans 
chaque cas particulier, choisir ces courbes coordonnees, de fagon k 
simplifier les equations (65), si c'est possible. Par exemple, si les deux 
systemes de caracteristiques de Tequation proposee sont distincts, on 
pent supposer que les courbes a = C^ reprcsenlent les caracteristiques 
du second syst^me. On est ainsi conduit k ajouter aux equations {68) 
deux nouvelles equations de meme forme, ce qui fait en tout quaire 
equations pour determiner trois fonctions inconnues /; f , ^. Nous savona 
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a priori que ccs quatre Equations sont compatibles, mais le probl&me 
parait 8*dtre compliquA. 

Comme on peut changer a en « (a), p en ^ (p), ic et x ^tant des fonc* 
tions arbitraires, les Equations auxquclles on est conduit doivent con« 
server la m£me forme par ce changement, mais on peut quelquefois 
profiter de Find^termination des fonctions ic (x) et / (p) pour simplifier 
le probl6me. Par exemple, lorsque Tun des syst^mes de caract^ristiques 
admetuno combinaison int^grable 

on peut prendre ^ pour param^tre correspondant de ce systdme de 
caractdristiqueSf et remplacer Tune des Equations differentielles des 
caract^ristiques par T^quation pr^edenle. On proc4dera de la mdme 
fa^n si le second systdme de caract^ristiques admet aussi une combi- 
naison int^grable* 

Consid^rons enfin le cas oil les Equations dillerentielles de Tun des 
syst&mes de caract^ristiques admettent deux combinaisons int^grables 
du = o, et df> = o, de sorte que T^quation du second ordre admet une 
integrale intermddiaire avec une fonction arbitraire 

« = I (u). 

Pour fixer les idees, ^upposons que T^quation du second ordre renferme 
un terme en rt — «' ; si nous d^ignons par a, p les paramdtres des 
deux systdmes de caract^ristiques d*une surface int<^grale, les coor- 
donn6es x^ y, x d^un point de cette surface et les coeflicients p, q du 
plan tangent doivent ^atisfaire aux six Equations (n* 24) 

it im 'iy 



V ?J 4.1 ?£ 4.11^-0 . 
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Si le syst&me (B) admet les deux combinaisons intigrables du =5 o, 
dv = o, on peut remplacer lea Equations (B) par les suivantes 



(BO 



d;f ^« "by du "bv 

>p-J»j^-»5j = <». )p = ®' jp = <»5 



le long d*une caract^riatique du second syst^me, ti et « restent cons* 
tants. On peut done supposer que Ton a pris u = a, et alors on a nices* 
sairement « = i|» («)• Si des deux Equations 

w {^f y. ^» P. S') = *» « [^j yi *• ?!?) =  («). 



on tire deux des variables a;, y, jr, p, 7 en fonction des trois autres el 
de a, puiSf qu*on porte cos expressions dans les ^nations (A), on est 
conduit k unsyst^me d*^quations diflerentielles ordinaires, oh n'entrent 
que des d^riv^es par rapport k la variable a. Ces Aquations etant 
int^gr^es, il restera k choisir les constantes arbitraires qui figureni 
dans rint^grale, et qui dependent de p, de fa^on k satisfaire k la der« 
nidre relation 

^z bx c)l/ 



jp 



dp 



Les calciils auxquels on est conduit sont identlques, il est aisA de s*en 
assurer, k ceux que Ton aurait k elTectuer pour int^grer Tiquation da 
premier ordre v — *{^ (ti) = o par la methode de Cauchy. En effet, les 
equations difTerentiellcs des caract^ristiques de cette ^nation soni 



t/Of 



du 



ds 



^ 
Jp 






do , dv 



dp ,, t s^^ d» , dt> ,// x* Jm dttJ 



— da 



^ 



iz 






" 



ces Equations admettent Tint^grale premiere 



prenons pour variable ind<^pondantc u = «, et, par suite, posons « = 4^ («)• 
Si de CCS deux relations on tire deux des variables d?, y, jr, p, ^, on peal 



»  ' 



-> I 



I 



i 
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remplacer les Equations diff§rentielles pr^c ^denies par trois des ^qua- 
tions 

m 

dx cW )y 









mais u et v (n* 31) virinent les deux dqualions simuIUin^es 

h Taide desquelles on voit quo les Equations diffirentielles des caracld* 
ristiques eniratnent les suivantes 

Par suite, Tintdgration de Equation du premier ordre « — jp (u) = o 
se ram^ne, au fond, k rint^graiion des ^uations (A), et la m^thode 
d^ Ampere conduit, dans ce cas, aux m£mes calculs que celle de Monge* 
Mais cette m^thode 8*applique aussi quelquefois k des ^nations aux* 
quelles la m^thode de Monge est inapplicable. Ampdre en a donni on 
exemple remarquable avec Ti^quation aux d jrivtes partielles des sur- 
faces minima. Nous aliens exposer rapidement ce calcul. 

55* Sott k int^grer Nquaiion auxdMvdes partielles 



\ 



LBS £QUATI0NS DB MOMGB ET D*AMPfcRB 



111 



lea Equations dilKreDlielles des caractJristiques sonl respeciiyemeai 



ds — pdw — qdy = o« 



(A) 



M - < Vi 4- P« + '/* ,., 



<'y+ i-j.. 



cto=o, 



rfp 



_iw + »Vl4-p'4-g' . _ 



! + ?» • 



<lf=:o: 



ifar — jmI» — flrfy = o. 



(B) 






rfy + py + ^y^+p'^+y' rf^^ 

^ ^ 1 + 5r» 



, OT — • Vl + P* 4- fl'* J 

* - TTlf^ ^» 



=o; 



le sysUme (A) admet la combinaison int^grable 



rf («£±i^^iJl£L±j!) =0. 



et le syst^ine (B) la combinaison int^grable 



( 



pq - i VI + p» + 7»\ _ 



TT^ 



)=. 



Imaginons que lea coordonn^s a?, y, j d^un point d'une surface 
minima soient exprim^es au moyen des deux paramdtres a el p (*) 



(66) 



_ P7 4- »>/t4-p«+ 1* . _ pq — iy/i + P* + q* 



dontcliacun correspond k un syst^me do caract^ristiques different. Les 
equations difT^rentielles des caract^risUques devienneht respecUvement 



i5f «?? «^ — 



o. 



^£ doV ?y 



i> 



»<r=*. 



'«1^+.l?=.. 



« restani constant pour une caract^ristique da premier syst^me, el |l, 

(I) Les cslculs dii texte paraiuent plas simples qae eeux d*Amp^re, paree qu*<Mi 
a prit tout «le suite « et jt pour variables independantes. 



-. 



I. 
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pour ane caract^ristique da second sysl^me. Les trots fonctions /o, y, t 
de a, p doivent done satisfaire aux quatre ^aaiions 



/ djT ^ dy 



ijr ia) iy 

les valeurs de p et de j 4taat dedaites des dernt&res jquatioas (A') et 
(B^ qui donnent 



p = «g + 1 >/«* -f- 1. J» = P« + «• VF+T. 

oa 



En difKrenitant les deux demidres equations (07) par rapport k oi et 
p respectiyement, il vient 

^.,i!?^-o i!!i^4.B — -o 



et, par suite. 






On voit que 09, par exemple, est la somme d*une fohction de « et d*une 
fonction de P; soit 

n vient ensoile 



d*oiioikUr« 



y = ,(.)- «t' (.) + * (p) - pf »); 



/ 
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enQa la valeur de x est donnto par la formule 

dx = pdx -f- qdy^ 
qui doviont, en remplagant «, y, p, q par leurs valeurs et en rMuisant, 



dz =:iy/ofl + i ^' (*) dx + I Vp* + 1 ViP)^* 



On a done 



X = ify/i + ** ?"(») dx + ifs^i + ?« i,- (W lip, 



et il suflll de poser, avec Legendre, 



+ (W = (i + P*)" V (P) 



pour aboutir k des formules debarrassees de tout signe d'intSgration (*), 
56. Prenons encore T^quation plus gin^rale 



(68) 



Ilr + 2K« + U = o. 



oil H, K et L sont des fonclions de p eiq seulement, et soient X,, X, les 
deux racines de r^quation 

les Equations diiTerentieUes des deux syst^mes de caract^ristiques sent 
respectivement (n* 25) - 



(A) 



(B) 



dx — pdx — qdy == o, 

dy — X| dx 

dp + \ dq 

dx — pdx — qdy = o, 

dy — \dxz=zo^ 

^P + ^i dq = o; 



= 0, 

= o; 
qdy 



comme X, et X, ne dependent quedep etde q^ on pent int^grer les deux' 
dernidres Equations de chaque groupe comme des equations difUren*'^ 
tielles ordinaires k deux variables p et q. Soient t< (p, q) = C^ TinM* 
grale g^n^rale de r^uation <(p+^t dq =o, et v{p^ 9)= C** Tiniigrala 
ginirale de Tdquation dp -f* X| rff = o. l^tanl donn^ une surface inii* 



(<) Damoui,' TMorU dettMrpieeMt 1. 1, p. tSI. 
nrrioMTioii Nt ilQUAnem. 
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grale de T^quation (68), imaginons, comme plus haul, qu'on ait exprimi 
«, y, X au moyen des deux param&tres « = w (p, ^) el p = r (p, ^r) qui 
convienncnt aux deux aystdmes de caract^ristiques respectivemopt. Ces 
trois fonctiona a?, y, jr de a, p doivent satisfaire aux quatre relations 

^Jr ^07 >y 

^Jr ^fl9 ^y 

p ei </ 8ont supposes rcmplac^s par leurs valeurs deduites des formules 

«(Pi?) = *. «^(P»9) = Pt 

ei {A, V d^ignent ce que deviennent \ ei X, quand on remplace p et ^ 
par leurs expressions. Le probldme est done ramene a Tint^gration des 

Equations (69). En ^galant les deux valeurs de r-^ deduites des deux 

demi&res relations (69), on parvient k T^quation 

(70) ^--) 53p + ^5p-jp5; = '»' 

connaissant a?, les formules (69) permettront ensuite de d<§terminer y et jt ' 
par des quadratures. L'integration d*une Equation de la forme (68) est 
done ramen^e k rint^gration d*une Equation de la forme (70); on a vu 
plus haut (n* 50) qu*une transformation de contact conduit k un r^sultat 
analogue, mais les Equations obtenues par les dcuxmethodes sontdifK* 
rentes, comme on pent le voir dejk par Texemple des surfaces minima. 
Pour que le procM<& qui a r^ussi pour TinU^gration de T^quation aux 
d^riv^es partielles des surfaces minima s*applique avec le mdme succds 
kr^quation plus g^n^rale (08), il faut et il suflit que T^quation (70) se- 



o*est-k*dire que ji soit une fonction de la seule variable p, et v une fonc* 
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lion de «• S*il en est ainsi, on a d^abord 

(74) • = y{.) + 4,(p), 

pais 

(72) ^ y =/v^' (.) dx +fi.y (p) dp, 

et jr est donn^e par r&{uation 

dz :=zpdx -|- qdy^ 
ou 

^ = (P + ^/v) f (x) rfx + (p + ^.u) f (p) rfp. 

Pour que le second membre soil une diiKrenlielle exacte, quelles que 
soient les fonctions arbitraires 9 et ^^ on doit avoir identiquemeni 

(|+|.)»'w=(!j+l!!>)f») 

et| par suite, 

p-\- q-i est done une fonction de «, f, {%), et p -|* 9t* une fonction de 
p, t]«, (p). II vient alors 

(73) •»=/?.{«)?'(*) rf* +/+, (P) f (W dp ; 

les formules (71), (72), (73) repr^sentent Tintdgrale gdnirale deT^quation 
propose. 

On pent obtenir pour cetto integrate des formules ddbarrass^es de 
tout signe de quadrature. Remarquons d*abord que les formules prtei« 
dentes mettent en Evidence que les surfaces int^gralessont desmir/beet 
de translation. Les courbes P, V qui servent k d^finir la surface son! 
representees respectivement par les Equations (n* 90) . 



w-m^), I x=m3D, 



. ' . • 



« = 2/?, («) f' («) dxi . I * = */+. (P) *' '»)<*; . 



^ . 



>. 



'I 

•1 
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quelles que soieni les fonctions arbilraires f et ^^ les tangentes anx 
courbes P ei F' sont paralUIes aux generatrices de deux odnes fixes. 
Prenons, par exemple« la courbe T, on a * ' * . 

 

dm^ ' Sir""*' W» 

ei relimtDalion de« entre ces deux relations conduit kune Equation ind^* 
pendante de la forme de la fonciion f 



\dm^ dm) 



On voit done que les tangentes k la courbe (F) sont parall^les aux 
generatrices du c6ne qui a pour equation 

on verrait de memo que les tangentes k la courbe (F*) sont paralleles 
aux generatrices d*un second cdne, qui peutt du reste, eire identiqueau 
premier, comme dans le cas des surfaces minima. Comme on pent obtenir 
pour ces courbes (F) et (FO des formules o(k no figure aucun eigne de 
quadrature (*), il en sera de memo pour les formules qui representent 
Fintegrale generale de Fequation consideree, qui appartient h la cate* 
gorie da n* 30. 

II est facile d obtenir les conditions pour qu*une equation de la forme 
(68) puisse etre integree de cette fagon. Pour que A| se reduise k une 
fonction de v (p«9}i il faut que X| =C^ represente Fintegrale generate 
de requation 

rfp -f~ \^ = o, 

ou que cette equation soit une equation de Clairaut: il doit eh etre de 
memo de laseconde equation 

et, par cons^aent, Tdquatioii 

(74) ^dp* + tVLHpdq + Uf * ==0, 

qui est equivalente k Fensemble des deux equations precedentes, doit 
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86 decomposer en deux ^uations de Clairaut. Le premier membre doit 
done £tre une fonction de dp^ dq^ qdp — pdq^ et cette condition n^cessaire 
est sufllsante. 

Rbmarqub. — Dans le cas oik nous nous placons, Tintdgrale g^n^rale 
de Tdquation (74) peut £tre representee par une ou plusieurs formules 
lineaires en p et f 

C designant une constante arbitraire. La relation pr6cedente est une 
integrate intermediaire de Vequation du second ordre^; cette eqaatioii 
lineaire du premier ordre, qui s*integre immediatement, admet pour 
integrale generate les surfaces cy lindriques dont les generatrices soot 
parallMcs h une generatrice du c6ne dont il a ete question plus haut, cette 
generatrice etant variable avecla constante C. II y a aussi une integrale 
du premier ordre, qui definit les surfaces developpables dont les gene* 
ratrices sent paralieles k celles du memo cAne(Cf. n* 50). 

57. On peut recpnnattre d*une autre manidre si une equation de la 
forme 

Hr + 2K* +. L< = o, 

odi II, K, L sent des fonctions de p, q, seulement, appartient k la cate- 
goric precedente ('). Considerons les deux directions situees dans un 
plan de coefncients angulaires p, q^ definies par la relation 

Hrfy« — 2Kcfarfy -f- Lcte« = o; 

requation du second ordre exprime que les deux directions preee* 
denies sont conjuguees relativement k toutes les surfaces integniles 
tangentes auplan de coefiicientsangulairesp, q.Si Tequationdu second 
ordre appartient k la classe precedente, ces deux directions devroni 
etre paralieles aux generatrices d'un c6ne. Par consequent, lorsque le 
plan de coefficients angulaires (p, q) tournera autour d*un point fixe de 
Tespace, de Torigine, par exemple,il y aura un lieu pour les droites prfr- 
cedentes ; on pourra done eii miner p et q entre les deux equations 

rfjr — pdx — qdy = o, 
Hrfy» - JKc/orfy + Ldto» = o, 

ce qui n*a pas lieu, en general, si les fonctions H, K, L soni quelconquee. 

(*) Sopnuii Lfi, Vnter»uchvn$em Hber iransUiihmflileken^iWi {BtriekU dtr ICM§L 
Sit€h$, GeMielkehafi tier Wiunuckmftim). 
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Lorsque cette condition est remplie, relimination de p eideq conduit 
k QUO relation homog^ne 

F (cte, rfy, dz) = o ^ 

qui definit le cdne ou les cdnes dont les generatrices sont paralldles 
aux tangenies des courbes P et r\ On pourra done obtenir sous forme 
explicite les formules qui repr^sentent l^int^grale gin^rale de T^qua* 
tion du second ordre, sans avoir aucune integration k effectuer. 

On pent encore raisonner commeilsuit. Si Tequation du second ordre 
definit des surfaces de translation, les plans tangents le long d*une 
caracteristique deTun quelconquedessystemesenveloppentuncylindre 
et, par consequent, tout le long d*une caracteristique, il doit y avoir 
une relation liniaire entre p et q. Par suite, Tequation diiFerentielle 

Hc(p> + iX.dpdq 4- hiq^ = o, 

qui est une consequence des equations diiTerentielles des caracteris- 
tiques, doit etre une equation de Clairaut ; c*est le resullat trouve au 
paragraphe precedent. 

58. L*equation (70) s*integre par des quadratures lorsque |& ne depend 
que de p,ou lorsque v ne depend que de «• Supposons, par exemple, que 
fn ne dependo que de p : Tequation (70) devient, en posant 

5^=rA(^-v), 

et on en tire successivemeni 

«=J*(a)e-^**rf«+Y(p). 

^ («) et Y(p) etantdesfonctionsarbitraires. On a ensuiteyet jr par deux 
nouvelles quadratures (*)• 
Pour que |& ne depende que de p, il faut et il dufltt que Tintegrale 

(*) Nous appliqaons pkii loin c«tte ntthode 4 ua exemple d'Amptee. 



 ^,^',^^^1^ ..>:^;^.«6M«'^«.-. .,...-*:,^^.iA..,>^y...-. .f.*.. ■^,.>..- >:^4...r^...,^*.'fc.-.^^t-«^.. - |- f-[ |-|Minfli ^J«to.^'^iL.aKift^* , ^ 
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g^nirale de I'^quation 

« 

dp + X,rfgr =0 

soil X| = C**, c*est-&-dire que T^qualion difUrenttelle 

Hrfp' + iKdpdq + Ldq^ = o 

se dedouble en une Equation de Clairaut et en une ^uation de forme 
quelconque. G^ometriquement, ccla signifie que /«f ddveloppablei c£r^ 
eonscriies le long des caraetdrisltques de Fun des tytthnieM doiveni Sire 
descylindres ayant leurs giniratrices paraUhlet i ceflei dun eerUUn 
edne. 

59. Nous terminerons ce chapitre en montrant commeai on pent 
r^soudre le probl6ine de Cauchy pour lea Equations du second ordre 
consider^es aux paragraphes pr^c^dents (*}. Les donntes sont les sui* 
vantes' : on a deux cdnes (T), (T') qui ne sont pas necessairement die* 
tincts, une courbe gauche C dont cheque point M est associ^ k unplanP 
passant par la tangente en ce point. U s*agit de trouver deux courbes 
gauches (F), (rQ, dont les tangentes sont respectivement parall^Ies aux 
generatrices des deux cdnes(T]et(T)et qui sonttelles que la surface (S) 
decrite par le milieu d*un segment, dont une extr^miti est sur la 
courbe (r) et Tautre extr^mit^ sur (F'), passe par la courbe C et soit 
tangente en cheque point M de cette courbe au plan P corespondanU 
Supposons le probl^me resolu: soientm, m' les points des deux courbet 
(F), (F'}, tels que le milieu du segment m m' soit le point M de la 
courbe C ; d*apr^s le mode de generation de la surface (S), le plan tan* 
gent en M k cctte surface est parallele k la fois k la tangente en m 
k la courbe (F) et k la tangente en m' a la courbe (F') (n* 30}« 
r^sulte de Ik que les directions de ces deux tangentes peuvent dire 
regardees comma connues. Coupons, en elTet, les deux cAnes (T), (T) 
par un plan paralldle au plan P passant par leur sommet eommnn ; 
ce plan coupe chacun des deux c^nes suivant un certain npmbre de 
gdndratrices et, en associant ces generatrices deux k deux de toutes lea 
manidres possibles, on a un certain nombre de combinaisons k conaidi* 
rer. Prcnons-en une en particulier ; les parametres directeurs des tan» 
gentcs en m et en m' aux deux courbes (F) et (F^ sont alors des fonc*. 
tions eonnues du parametre variable X dont dependent les coordonneiM 
du point M de la courbe C, et le probleme k resoudre est equivalent k 
cdtti-ci: 

(1) Sonrat Ln, toe. dl., p>. 48i. • . ' 



l^v^ 
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Etant dormie une eourbe C, prendre^ A parUr d'un poini de eeiie 
courbej un segment lei que la tangente a la eourbe dicritepar VtxIrimiU 
de eetegtnent ait paw coef/fciefili angulaires ti, 9, u>^ iandie que'la tan^ 
genie i la eourbe dicrtte par Vextr^U4 cTun eegmenl igal au premier^ 
poriien iene contraire^ ait pour eoeffleienU angulaires u\ yf^ uf. 

Soient X, Y, Z les projections da segment, inconnu sur les axes ; les 
^nations de condition sont les suivanies : 

cfa?4-rfX dy + dY ds + dZ 



V 



w 



tto — rfX dy—dY ds—d7s 

TT = ^ . = -; — » 



et, en* d^signant respectivement par df et de les valeurs de ces rap* 
ports, on peat terire 

cto -f- rfX = ttrfp, cto — rfX = u'de^ 
rfy + rfY = rrfp, dy — c/Y = w^de^ 
rfr + rfZ r= wdf^ dz — rfZ = w'de^ 

et, en ^liminant cOC, dY, cfZ, on a, pour determiner df et cfv, les trois 
relations 



(76) 



2cte = lufy -f-tt'cb« 
idg = vdf -}~ ^'^^« 
Scfjr = wdf -f* M^'^'v* 



Ces trois relations sont compatibles, car le determinant 



dx u u' 
dy V v' 
dx w uf 



, est nnl, pnisque les tangentesli la eourbe C et aux deux courbes incon- 

, nues (r) et (F^ sont paralldles k un m^me plan. On ddduira done de ei 

. df des relations (76), et on aura ensuite X, Y, Z par des quadratures. 

On pouvaitprevoira jirtbrt qu*on nc pourrait obtenirune solution plus 

simple, puisque la surface (S) ne change pas quand on fait subir k la 

eourbe (T) une certaine translation, pourvu qu*on fasse subir k la 

eourbe (F^ une translation ^gale k la premiire et de sens eontraire, 

ExiMPLB I. — Re*prenons le probKroe de Caucby pour Tdquatioii 



> r i II I r -" — -- ' ^"^ ' •>«-«-*^^^ 
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$ = o; soieni 

V 

les formules qui d^finissent la courbe donn^ C el la normale k la sur- 
face le long de cette courbe, ces fonctions Z*,, /*!, /*,, j^i, i|r,, v^riflant la 
relation 

(77) /"i (*) = '!',(•) A (•) + +,(•) ri (•). 

Les cdnes (T) et (T) se rdduisent ici respectivement au plan des xs 
et au plan des yjr, de sorte qu*on pent prendre 

u = o, r = 1, Miz=^j($), ti' = l, r' = o, w' = jf|(a), 
et les formules g^n^rales (76) deviennent 

2ri (6) f» = dit, 2ri (0) cTO = rfp, Vi (6) «» = ^», (a) cfp -f .f ^ (a) d9. 
On entire 

p = s/i(«), « = Vi(»), 

dX = -<to, rfY = </y, rfZ = 2-|.,(9)/'f (»)rf« — /iH)***; 

on peut done prendre pour Equations de la courbe (F) 

(ar, = » + X = o, 

la courbe (r^ aura de mdme pour dqualions, en d^aignant par tme 
lettre diff^rente t le paramdtre variable, 






y,=y — Y = o, 
j X, = * - Z = V, (») - ifh W A W *. 



s • 



La formule qui donne jr, peut encore s*^crire, en tenant oompte de la 
relation (IT), 



*, = s/t, (t) /^ (t) A, 



'. 



» 
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t 

ei la surface cherchie est representee par lea ^uatioiia 

z = '-^^ ==f^, (t) ri (t) dr +/4,, (•) n (») d». 

Le r^sultai eat idoniique k celui que nous avons obtenu plus haut 
(ii*32). 

ExBMPLB IL — Proposons-nous encore de traiter le probldme deCaa« 
chy pour les surfaces minima. Soient oo, y, z les coordonn^es d*ttn point 
d*une courbe donnfe C, a, p, y les cosinusdirecteurs de la normale kla^ 
surface cherch^ le long de la courbe C ; ^, y, ;f , a, p, y sont six fonc« 
tions d'une variable 9, satisfaisant aux relations 

•» + ?* + T* = «- 
Le plan ouv-f~ Py 4* Y^ = ^ coupe le cdne (T) qui a ici pour ^nation 

** + y* + -** = ® 

suivant deux generatrices dont les param^tres dirccteurs sont respec* 
tivement 

« = ?• + !% » = — *P+«Ti w=— «r — »?i 

Les formules (76) deTiennent 

2*» = (p« + T») (</p + *), 

My = — «|i (dp + rf«) -I- IT {df — iff), 

ids = — vj {df + dv) — i^[df — dt); 



t» eatiN 



ud^ = (p« 4- Y»)dp = <to + » (pdr — y<^), 



el, par toite, . 

X = ifpd* — xdy. 

I.ies valeurs de Y et de Z s*obtiennent aussi sans dtfllculU, mais on 



/I 



4^ 

^ 



 \ 
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peui les dMuire de la valeur de X par des permutations circulaires 



lis 



Y = ijydw — arfjTy 
Z = ijfutjf — pcto; 

les oourbes minima (r), (F^, dont on pout d6duire la surface minima 
cherch^, sent done I'epr^sent^es respectivemcnt paries Equations 



(r) 






«• =s 



=zX 









Nous retrouvons ainsi les formules de M. Schwari ('). 



(>) MlMcelUn aus dem Gebieie der Minhnalfldchen (Journal de Grelle, t. LXXSX, iSlS). 
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APPLICATIONS DIVERSES 



'Snifaces de Joacliimslal. — Sarfaces de Monge. — Surfaces k ligncs de 
courbure planes dans les deux systfemes. — Le probl6roe de la repre- 
sentation sph^rique. ~ Int(5gration des Equations \pt + rl -- s* = o, 
qr '\'(xq^ p)$ — pil= o. — Aquations dont les caract^ristiques sont det 
lignes asymptotiqueSf ou des lignes de courbure, ou des lignes conjugu^es. 
— lut^ginlion de T^quation (r — pi)^ = q^rU 



60. J*ai r^uni dans ce chapiire un certain nombre d'exemples em* 
pnintte, pour la plupari, k la th^orie des surfaces. En traitant ces 
^xemples, j*ai voulu seulement montrer rapplicalion des proc^d^s g^n^ 
raux d'integraiion, sans m*occuper de meitre le r^sultat sous la forme 
la plus simple possible. 

ExBMPLB I. — Surfaces (U JoaehimsUiL — Proposons-nous de deter- 
miner les surfaces dont les lignes de courbure de Tun des systdmes 
sont des courbes planes dont les plans passent par una droits fixe. 

Prenons cette droite fixe pour axe des x. L'^qualion diflerentielle des 
projections sur le plan des xy des lignes de courbure est : 

4$ette equation doit Mre satisfatte lorsque dx et dy sont proportionnels 
k 0? et k y respectivement. L*equation aux derivees partielles des sur* 
faces cherchees est, par consequent, 

(I) Hr + 4K*+U=o, 
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les coeflicienU H, SK^ L ayant les valeura suivantes : 

IH = pj'o?' + (I -f. ^•) «y, 
L = — (1 + j»») wy — |i^y». 
On a, pour les Equations difTerentielles des caracMrisiiquea (n* 25) 

H(/pdy -|~ L^ffdb = o, 
I Wy« — SKitedy + Lcte* = o ; 

de la dernidre on tire, en rempla^ni II, K, L par leurs expressions 
et en r^solvani, les deax valeurs suivantes de -f^t 

dx a dx pqx -|- (I -|- y') y 

que Ton porte ensuite dans la premiere relation, ei, finalement, les deux. 
syst^mes de caract^ristiques soni definis par les Equations suivantes 

i dz --^ pdx — qdy = o, 

(A) I «^^y — y^ -= ^^ . 

I !(i+7')y-f M^ I ^p-i My + (*+p')^J <*? = <>; 

if/jr — pdx — qdy = o, 
ajrfp + ydq = 6, 
, arete + ydy + (/"? + W) (P^^ + 9^y) = ®« 

On aperQoii immcdiatemeni une comhinaison int^grable dans chacun. 
de ces deux systfemes, k savoir : 



©=•• 



rf(jr — fW? — 9y)r=o; 



pour savoir s*il en existe d'autres, appliquons la m^thode g^n^rale. 
Conrorm^meni k ceite m^thode, nous avons k chercher les int^grales^ 
des deux syst6mes d'^quations lin^aires (3) ei (4) 

ijy(i+«*)+M^|^+pgj-iMy+(t-t-P«)«)j^+jS'j=ov 

/ /Jv, jv\, /jv, jv\  



• .> 



, 



;- 



'"^■^ ai^^^— f<r 



• '*-"*'<i^>». 



■""-* •.*^*''J-*-r -J*."K«--«*»rj 
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Consid^Fons d'abord Je systdme (3) ; rint^grale g^n^rale do la pre* 
mi^re Equation de ee ayst&me est 



(») 



y = V{af,y,s,u) 



en posant, pour abr^ger, u sz pa '{* qy. Cherchons k determiner la 
fonction F, de faQon k satisfaire ausai k la seconde des ^nations (3); 
cette Equation devient, avec les yariables m^ y, jr, «, 



on, en rempla^nt p par 



« — W 

a 



et» comme la fonction F ne doit d^pendre que de x^ y, jr, ti, le coe(B« 
cient de 9 et le terme independent de q doivent dtre nuls separ^menl. 
La fonction F doit done verifier les deux Equations simultan^ea 



{«) 



^F ?F /^F JF\ 

?F .>F ,JF , pF , 3F\ 



reiimination ^^^ >r 4" y conduit & une Equation plus simple 



(7) 



>F 



JF 



y55-*2^ = '»' 



qui pent remplacer la demidre des Equations (Q. 

Appliquons le mAme procM6 au nouveau syst6me ; Tint^grale g^n^ 
rale de T^uation (7) est 

et, en portent cette expression de F dans la premiere des ^nations (6)| 
elle devieni 

^ i* i* i* 



^ ' 



iOUMM 



I 
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dont rinUgrale gin^rale est 



 (jr — M, w* ^- v). 

En revenant aa sysl^me (3), on en conclut que ce syst&me admetdeax 
integrales distinctes 

-y — jM? — j^y, ei ^^ + i/^ + {poo + qy)^. 

Traitons de la in£me fagon le systdnie (4) ; toute int^grale de la pre« 
mi^re Equation de ce syst^me eat de la forme 



\ = F{p,q,u,v) 



en posani u 
pendantes 



^ y 



^f V =z pco -{- qif — jr ; prenons pour variables ind4« 



p, q, ti, V, J^ 



la seconde (Equation du syst^me (4) devient 

\p+qu^^''^%^^ ^p+qu ^v\^\p+qu +'^^''^'^\\^ + p^u ^S 

Comme la fonction F ne doit pas contenir z^ le coeflicient de z^ doit 
dtre nul, ainsi que le coefficient de z et le terme independani. II faai 

done que Ton ait t- =r o, c*est-k-dire que la fonction F ne renferme 

que les variables j), ^, u; par la suppression du facteur v -(- ^^i .11 reste 
une seule Equation de condition 

« 

1»(P+ Jtt) + 1 j j^ + jf (l) + J«) + aj jj=o, 

dont rint^gration se ram6ne k celle de Tequation ditKrentielle 

tirfp — cf? + (p -f jK) torfp — prfy) = o, . 

qui rentre dans un type classiquCi en prenant pour nouvelle inoonniM 

le rapport '• On trouve ainsi que Tint^grale g^n^rale de cette Equation 

P  



I 






. , 



I , 



i 






.: 
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difr^rentielle est donn^e par la relation 

ttVi + P^+J* 

Les Equations (4) admettent done deux int^grales commanes dis- 
iincles 

K, py — qx ^ ^ 

En r^sum^y Tequation du second ordre proposde admet deux int6- 
grales interm^diaires appartenant k deux syst^mes de caract^ristiques 
differents, ei dependant chacune d*une fonclion arbitraire, 

«• + y* + (p* + w)* = ? (* — 1>» — ?y). 
yy-q^ ,/y\. 

on peut done ramener celte Equation k la forme canonique « = o par 
une transformation de contact; mais, avant d'effectuer cette reduction, 
nous remarquerons que les rdsultats obtenus jusqu'ici peuvent dtre 
interprdtte gtom^triquement. Les ^nations (A) admettent, d'apr6s ce 
qui pr^cMe« les deux int^grales premieres 

y — c' WLr_?^ _ rv ... 

^ yVi+y + «* 

dont la premiere montreque les caract^ristiques de ce systtoe soh^ des 
courbes planes, dont le plan passe par Taxe des x\ ce sont done les 
lignes decourbure des surfaces int^grales. La seconde Equation exprimOt 
il est ais^ de s'en assurer, que le plan y =s Gt? coupe la surface sous un 
angle constant. 
Le syst&me (B) admet de m£me les deux iniegrales premieres 

jr — p» — sry = C, «» + y» -f (pw + jy)» = C, 

d*oft on tire ausst 

«* + y» + ('-c)« = c. 

•  • • 

Equation qui montre . que les caract^ristiques du second systtaie soni 



HMHI 
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situies sur dcs spheres ayant leur centro sur Taxe des jr. La relation 

z — pa? — ^y = C 

prouve que le plan tangent le long d*une caractoristique rencontre Faxe 
des X en un point fixe; la d^veloppable circonscrite se r^duit done & un 
edne. Enfin, la sphere precedence coupe la surface ortliogonalementi car 
les cosinus dircctours de la normale 21 la sphere sont proportionnels 
& 0?, y, J- — C, et ceux de la normale a la surface sont proportionnels 
apf 9, — i* Li^s caracteristiques du second sysldme sont done aussiles 
lignes de courbure du second sysl6me des surfaces int^grales. 

Pour ramener Fdquation (t) k la forme canoniquc « = o, on peat 
d'abord commencer par ramener Tequalion & une autre ne renfermanl 
que i comme dcrivee du second ordre; il sudit pour cela (n^ 41) de 

trouver une troisi^mc fonction formant avec * et j' — px — </y un sys- 

t^me en involution. En proc^dant comme plus liaut, on trouve que 

P "F 9 satisfuit k cetto condition ; posons 

x' ^z — px — qy, y'=f* ^=P + S'^' 

el dctcrminons p' et q par la condition quo Ton ait : 

ds — 1^'dx' — qd\f = ^{dz — pdx — qdy)^ 
il vicnt : 

. i 

P = ^ -• q=q' 

Si inverscment on resout ces relations par rapport & x^ y, z^ p, q^ on 
a une tranformation de contact definie par les formules 

(8) a?=— -,» y = — p' -^ = ^'""p'* p=-' — ^y'» 9 = ^ 

Les Equations (B) du second systdme de caracteristiques peuyeni 
s*6crire 

d{z-^px — qy) = o, rf I «' + y' + (P« + W)* } = o; 

urrtoRATiosi du iQUATHns, f 



- I 



.. ' 



. 



i: 



'"" ' *^ '"""^fr ^yi^i^isttjt^sviL ,j 



.Siu* 
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aprts la transformation de contact, elles deviennent : 



ddf 



. /Li- yl+£?\ 



La nouTcUe ^oatton aux d4riv4es parUeHes est, par cons^uent, 

I 

si on prend pour inconnue nouYelle 



U = L{^' + Vl+y« + ^Mt 



eUe 86 tUmi k 



J«U 



^o/Jy 



; = o. 



L'int^grale g£n4rale est done repr^sentte par la formule 



X dcsignant une fonction arbitraire de w\ et Y une foncUon arbitraire 
de y'; on en tire 

X«Y> - (1 + v-») 
^ ~ 2 XY 

et les formules (8) donnent alors rintegrale g^n^rale do Tdquation pro* 

poste, pourvu qQ*on y rcmplace jt par la valour prdc^denle, p' par r-*, 

>^ 
et ^ par T-p* On a alnsi les coordonn^cs d*un point de la surface int4« 

grale ezprim^es on fonction des deux variables independantes a/ et y', 
qui sont les paramdtres des lignes do courbure. 

61. ExBMPLB IL — Surfaces de Monge, -* Cherchons les surfaces 
dont les lignes de courbure de Tun des systdines sont situ6es sur des 
spheres concentriques. Le centre des spheres ^tant pris pour origins 
des coordonndes, on a, pour une ligne de courbure spherique, les trois 
relations 

dm -hpdz dy + ^rds 

rdw + sdy "^ 9d» + tdy^ 
dx = pdx -f- (djy, 



i.ir mmnfhiiA'M 
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en rempla^ant cU par sa valour et ^liniinant le rapport -^i on parvient k 
Tequation aux d^riv^es pariielles des sarfaces cherchiea 



(9) 



Hr + 2Kj -f Ll = o. 



Ics coefficients II, 2Kf L ayant les valeui*8 suivantes : 

H = M (y + q^)^-(i + q'){co^ps] (y + qz), 
2 K = (I + g«) {w +pz)^ - (I + p») (y + qz)\ 

L = (I + p«) {w + px) (y +- ?^) — M' (» -f lu)*, 

Les caraci^ristiques sent donnees par les deux ^nations (n* 25) 

Hefy» — 2K dxcty + Ldx* = o. 
lldpcfy -{• ^qdx = o ; 

rempla^ons H, K, L, par leurs expressions, ei r^solvons la premiere 
equation ; nous en tirons deux valeurs pour -^» 



0? 4- P^ 

y + 9^' 



pqx — y (i 4- p») — qx 
pqy — « (1 + ^') — px 



En portant ces deux valeurs dans la seconde relation, on trouve lea 
Equations diiKrentielles des deux sysldmes de caract<Jristique0 



(A) 



\ 



(B) 



« 

dz — pdx — qdy = o, 

{po 4- ps) rfa? + (y 4- qz) rfy = o. 

\pqy-'X{i+q^)-^pz\dp^-\pqx—y{{'\-p^)'^qz\dq:=z 

dx — pdx — qdy=zo^ 

(y + ?*) ^P — ifl + P^)^^ = o, 

|p^y_a7(14-9»)— p^{r/y — {p9x— y(l+p»)— }jr}cte = 



Les sysldmes d*£<{uation8 lin^aires correspondanles soul respccti* 
vemeni 



> 



o; 


• 






I 


i 

\ 

f 


 




o. 


 




•" 


1 


»  










=:Ui 



JV 



3V 



(y + ?*) T^— i" +P')iz+iP» — v) t; ==o: 



ix 



J>y 



)« 
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(« + p*) ^4-(y + ?') j^ = o, 
(li) { [p (;>» + «y- *) -«(i +P« + ««)] (£+P^) 

+- [» (iw + jy - *) — y (» + p* + «')i(5^+ « Vj) =«• 

Consid^rons d'abord le systfeme (10) ; la derniero ^nation de ce 
systime s'iiitdgre sans diiTicuUe, et Tint^grale g^n^rale est una fonction 
arbitraire de Pt9>P^-\- ?y — 'i os* •\- y* -{- z*. Choisissons pour 
variables ind^pendantos 

p, jr, px •{' gjf — X = u, a* + y* -|- *' = »» l+p'4-?* = w; 
le syst6me (10) devicnt, en posant V = F (u, v, to, />, s), 

3F 

5^ = "' 

py — qx dp * ou * ow 

La premiere dquation monlre que F ne doit pas dependrc de s^ et, 

?F 

commc le coefTicient dc ^ contient z expUcitcment, quand onrcxprime 

au moyen des variables ti, 9, tc, p, jr, il faiit que Ton ait sdpar^menl 

>F ^P , « JF 

vp Dti ' ^10 

La fonction F ne depend done que de u^ 9, w *et son expression 
g^ndrale est, d*aprte la derni^re relation. 



=*(-S' 



4 d^signant une fonction arbitraire. Le systdme (10) admet done deux 
inl^grales diatinctes 

En trailant de la m^me mani^re le systdme (11), on tronve qn^l admet 
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les deux int^grales disUnctes 






r^quation consid^r^e est done int^grable par la methode de Mon(|^, 

Les r^sultats obtenus s*interpr^tent gdometriquement comme il suit. 
Le sysldme (A) d*equutions difTdrentielles admei les deux iuMgrales 

dont la premiere exprime que les caract^ristiques du premier syst^me 
soni silu^es sur des spheres concentriques, tandis que la seconde 
exprime que le plan tangent a la surface le long de cette caraclMs- 
tique fail un angle constant avec le rayon de la sphere. En s*appuyant 
sur cette propri^td connue des lignes de courbure sph^riques, on 
aurait pu dcrire imm^diatcment Tint^grale interm^diaire 

Vl -f- p» 4- y« V** + y» + X* V -ry -r i 

de Tcquation aux <l^riv6es parlielles constd4rte. 
Le second sysUnie (B] admet les deux int^grales 



* 

■r 

7 



1; 



on en tire d*abord la relation 

y — Cjj + C/s = o, 

qui prouve que les caract^ristiques du second syst^me sent des courbes 
planes, dont le plan passe constamment par Torigine. On a ensuite 

q — Cp — C = o, 

relation qui monti*e que le plan pr(§c<^dent est normal k la surface en 
tons les points de la caractiristique situ^e dans ce plan. Ces caradA* 
ristiques sent par consequent les lignes de courbure du second sys* 
t^me. 
11 est aisj de d6duire de \h le mode de generation indiqu^ par 



i f 



1 



in 



.'i 
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Monge. Lea plans des lignes de courbure du second syst^me enyc* 
loppeni ^vidomment un c6ne ayant son sommei k Torigine ; comme 
chacun de ces plans coupe la surface k angle droit, cetle surface 
s*obiient en associani Ics trajectoires orlhogonales de ces plans. Or« on 
sail que, lorsqu*un plan mobile roule sans glisser sur un cdne, un point 
de ce plan d^crit une trajectoire orthogonale. Les surfaces cherch^es 
8*obtiennenl done en prenant ies pasilions suceessives dCune courbe 
plane arbitrai}*e dont leplan roule sam glisser sur un cdne arbtlraire. 

Pour appliqucrla melliode g^n^rale (n* 41), nous ram^nerons d'abord 
r^qualion (9) k uno autre equation ne rcnfermant qu*une deriv^e do 
second ordre. II suffit pour cela de trouver une fonction Z en involution 

avec x^ + y' + z^ et — J * Toule fonction qui satisfait k la relation 



est de la forme 



^=«'(«.».'.f$^o- 



Posons, pour abr^ger, u = — —^^jonalMgaliti 

t"' Z] = |^[u, x] + \^ [u, y] + ^ [u, ^] = o, 
on 

z W ^ z{x + ps\ ?F , JF j px _ qz (x + pz) I _ 

y + qz^x isf + qz)* ^y"^ ^s\y + qz ly + «x)« ("" 
ce qu'on peat encore ferire 






Comme Fnedoit renfermer quejp, y, z^ u, on doit avoir s^par^ment: 



ei P est de la forme 



>F 
ix~ 


o. 




JF 


= 0, 




F(ii, 


,y + 


u»). 





--- •^1^.111 »i rr""-*^-^ ^ ^ ' 
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On a done un systftme de trois fonctions en involution en prenant 

X = x^ + y^ + ::\ Y=?^iH, z = y + ^eL±££; 

y + 9' 9 + 9^ 

au moyen de ridentiti 

dZ — PrfX — QrfY = p (rfjr — pete — jrfy), 
on trouve ensuite qu*il faut prendre 
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P = 



^iV + qz)' 



Q=«. 



Inversement, les formnles 



(If) 



» = Q, y = Z— QY, * = VX — Q» — (Z— QY)«, 

1 



P = 



Y 



^X — Q» — (Z — QY)« 



§P-Z + QY 
* VX — Q» — (Z — QY)« 



d^Rnissent une transformation de contact. 

Appliquons cette transformation k I'^qaation (9). Les ^nations da 
second systdme de caract^ristiques peuvent s'icrire 

aprds la transformation elles devienneni 

^ ' * " I^X - Q« - (Z - QY)«| • 

et la nouvelle Equation est, toutes reductions faites, 

(o> ^'Z -Z XY p^ 1 + Y« ^ YZ 

' W^Y^X+XY'-Z'* ^"^X+XY^-Z*^ "^ 2(X+XY»-Z«)^'"2(5C+XV*-i*J 

Cette ^nation rentre dans le type du n* 43 (p. 88). On pourrait 
appliquer la m^thode g^n^rale, mais on arrive plus vite en remarquani 
que cette ^nation admet Fintiigrale intermddiaire 

Q(i4.Y«)-.YZ__ _^,^ 

VX — Q» — (Z — qY)* ^ ^ '• 



Ol 



.^ UV-'^ 



wiiMdaarfHa 
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qui peut 8*£crire, en r^solvantpar rapport k Q ei changeant an peu lea 
notations^ 



Q- 



YZ 



i±^=tm. 



VX (i + Y») - Z» 



I , 






If 



I .► 



u 

'f 
If 

ii 



^ (Y) 4tant encore une fonction arbilraire de Y. Le premier membre de 
cette ^uation n'est autre chose que : 

^ I • Z ). 

JfY r*' '•" VMT+Y^r 

rintjg^ale g^n^rale de T^quation (13) est, par cons^qaent, donn^e par 
la formule 

Z = VX (I + Y*) sin }6 (X) + 0, (Y)}, 

9 et 0| designant des fonctions arbitraires. Lea formules (12) donnent 
ensuite or, y, jr, exprimees au moycn des deux variables ind^pendantes 
XclY. 

62. ExBMPLE III. — SurfacBM a lignes de courbtire planes. — Quand 
une surface a un syst^me de lignes de courbure planes, on sail que lea 
courbes sph^riques correspondantes, dans le mode de representation 
de Gauss, sent aussi des courbes planes, c*esi-li-dire des cercles, el 
r^ciproquement. Si une surface a ses lignes de courbure planes dans 
les deux sysi^mes, la representation sph^rique devra done se composer 
de deux families de cercles ortliogonales, c*est-&-dire,commeraddmon- 
tr6 ]M. O. Bonnet, de deux families de cercles doni les plans passeni 
respectivement par deux droites fixes, conjugu^es Tune de I'autre par 
rapport & la spli^re. Le probldme est done celui-ci: Trouver leesur-' 
faces dont la repr^sentaiion sphMque d*un des systtmes de lignes de 
courbure se compose de cercles passani par deux points fioees de la sphere. 

ficrivons T^quation du plan tangent k la surface chercli^e sous la 
forme 

a (X- tY) + p (X + lY) - (I - «» Z = ic, 

a el p etant les param^tres des generatrices de la sphere (*)• 
L*equat]on differentielle des lignes de courbure est, dans ce syst^me 



(1) DAasoox, thioHs des surfaces^ t. 1, p» SIS, 



mtammi^nimimriM 



^wai«j»ipwwwwyi^' > iip »« pw I ■^ nw 



^m^^^^i^ 









da variables. 
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' 



)'/ 



si on a pris pour point do vae Tun des points fixes de la sphere par 
oil passent (ous Ics cerclcs qui sont les images des lignes de courbure 
d*un systdme, les perspectives do ces cercles sont des droites passant 
par un point fixe (a» b) ; ces petits cercles seront repr^sent^s aveo 
les variables (a, p) par Tequation 

L*£quation (li) doit done adnii*ttre loules les solutions de T^qnation 



5;'^'*+lp'^=*' 



ce qui cxige que Ton ait 



oa 



(13) 






I— (« + •*)l' '^ - i? - (« - »)!• 5^ 



= o, 



t i- 



t 



% 

II 

I 



Pour employer les notations ordinaires, rerapla^ons 



*\ : 



«-.(a + i6), |i-.(a-.»), 



u 



par a?f y, ^ respectivement, I'equation \l int^grer s^^crit 



.1 






(16) 



oc^r — y'l = o. 



Les Equations diiTerentielles des caract^ristiques sont respective- 
meni 

idz — file — qilx = o, idx — pdx — ^y = o, 

^„, xdy — yrf» = o, (B) | owfy -}- ycto = o, 

f xdp — ydq =^ o; ( xdp + yrfy = o; 

il est inutile de recourir & la methode g^n^raleicaronaper^itais^ment 






» 









') 



4 

I 






m^.,^»^ 
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deux combinaisons int^grables pour cliacun des sysl^mes 



(j) = o. rf(p_,j) = o, 



pour le premier syst^me, ei 

d (ory) = o, rf ( jr ^ |k» - jy) = o 

pour le second systdme. L'equalion (i6) peut done 6lre ramen^e k la 
forme canonique < =s o. Pour cflectuer cette transformation, prenons 
d*abord deux nouvelles variables 



on a 



iz <>« y iz . iz i 



Jy" aft T^ Jy'» ^1 < Jy" 



' — Ja»'» *"' "^ * Jor'tV "^ aw'» ««' 



= 0. 



L'int^grale gdnerale de T^quatioa (16) est done 
on, en revenant aux variables co^ y, ei modifiant un peu les notations, 



= ?(«y) +^\^ 



Rbxasqub 1. — Lorsqu'une ^uation est lindaire, par rapport 4 jr el 
k ses d^riv^s p, 9, r, s^ I, il est Evident que la somme de deux inl^ 



1 



\. 



«y = »'. 2 = y'; 



1 



par CO changement de variables^ T^quation (16) devient 
oa, en poaant x = Z ^, 



4 
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grales est aussi une int^grale. Cetle remarqnc permet d*^rire immd- 
dia lenient Tinl^gralo g6n^rale de Tequalion (46). On salt, en effet, 
qu*clle admet loutes les int^grales dcs deux equations du premier ordre 

» - 

p« — ^y = o, z — jpa; — ^y s o 



Tdquation & inlegrer est alors 
et I'integrale g^n^rale est 



et les sysldmes d*dquations lin^atrcs oorrespondants son! 



1 









/ 



ii 



qui sont respectivement ^ = f i^oay)^ z =z w^ (? j; Tintdgrale generate 

s'obtient en faisant la somme de ces deux integrales parliculi^res, qui 
dependent cliacune d*ane fonction arbitraire. 

Rbmarqub 11. — Si les deux droites conjugu^cs par rapport a la 
spliere so reduisent k deux droites rectangulaires tangentes a la sphere 
en un mdmc point, Ics perspectives despetits cerclcsqui sont les images 
des lignes de courbure se rdiluiscnt h des droites paralleles. On peut | 

supposer qu'on a pris Ics axes de telle fagon que ces droites aient pour i 

Equation 



1 

I 

A 
\ 



1 









I. 






I 



. 



'II 

j: = »(« + y) + -H^ — y)- ill 

! 
63. ExEMPLE IV. — La recherche des surfaces admettant une reprd- Ft I 

sentation sph^rique donnde se ram^ne, d*apr^s cc qui pr^dde, k Tint^ ;i\; 

gration d'une equation de la forme it 

ii I 
(18) r = A»(a?,y)/; 

nous allons cliercher, comme exercice, k quelles conditions doit satis- 
faire la fonction X [x^ y) pour que r<^uation (18) soit int^grable par la 
m^lhode de Monge. Les Equations dilT^renlielles des caract^ristiques 
sont respectivement 

I rfy — hix = o, j ^y + W!» = o, 

(A) dp — Idq = o. (B) ] €fp + W^ = o, } 

' dz — pd» — qdy =6, \ diar — pdx — qtly =s o^ 



> 

I 
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ies signes d: se correspondnnl dans les deux Equations. Prenons par 
exemple le signe -^ ; nous avons a reclierclter dans quels cas les deux 
^uations 

admettent deux int^grales communes distinctes. L'int^grale g^n^rale 
dela premiere Equation est 

V = F (a?, y, -r, |) + X^), 

Prenons pour variables ind^pendantes oo^y^ z^q^ ti = p -|. X^; la 
premiere equation devieni 



\; = ^* 



et la seconde devient 

comme F ne doit pas d^pendre de g« il faut que I'on ait separ^ment 

JF ?F 7»F 
(2t) T- + «*T-— ^T- = o» 

(») (Xi-u;)g- 2x5^ = 0. 

Llnt^grale gdn^rale de la derniire Equation est 

F =  [«, y, 2iM + (Xi - Xi;) * ; 
prenons comme variables ind^pendantes a;, y, jr ei 

p.= 2Xu + (Xi-XX;)r. 
L*^quation (22) se r^oii k 

(«) J, = «N 



N 



iMUHtoUtaUM* 



d»MwMMMtoM»dlii 



tUm^ 
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el la premiere devieni 



(24) g-xg+^|[Xi,-2Ui^+xn;,+A;(xx;-x'*)]x+3u(x;-w;)} =o; 

pour que co systdme d'^quations (23) et (24) admelle deux inldgrales 

distinctes, il faut et il suffit que le coeflicient de -r- puisse 8*exprinner 

au moyen de w^ y, v, c*est-&-dire soil proporiionnd k «, puisqu il 
conlicnt u lin^airemcntf ainsi quo v. La ronction X [x^ y) doit done aatia- 
faire k T^quation 

. (25) 2xx;s - 4x*x;^ + 2x»x;« + 2xx;(xx; — xi) — a (x;— xx;)« = o ; 

pour qu*il existe deux int^grales intermediaires, appartenani k des 
caractdrisUques dilTerentes, et rcnfcrmant chacuue une fonction arbi* 
Irairc, il faut, en outre, que X verifie Tequation obtenue en changeant X 
en -^ X dans la relation pr^cedente. 

64. Rempla^ons dans Tcqualion (25) X par z pour conserver les nota* 
tions habiluelles; clle devient, en simplifiant, 

(26) 2^r — 4^«# + 2zU + Apqs — qU^ — 3p* = o ; 

clle admet un soul sysl^me de caracl^ristiques qui est defini par les 
equations difl^rentieUes 

)(lz — pdx — qdy = o, ^ 
rfy -j- sdx = o, 
( — 2-jf/p + ^s^dq + {q^s^ + 3/1* — Apqz) dx = o. 

• . . 

Pour savoir si ces Equations ndnicltcnt des combinaisons int^grableSt 

il faut rcclierclicr (n* 31) si Ics equations liueaires correspondantes 

*-' 5^ - *-"' fy + ^'' ^P - «'"^ ^ + («*''" + 3'' " *W') % = "* 

admellent des inlegrales communes. En prenant pour variables ind^* 
pendantes a?, y, ^t ^ et p — qt '=. t<« ces Equations devienneni 



I 
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I 



'I 



5' 



.5: J 



S'A 



b5j:^i 
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la derniere Equation ue renfermant pas la variable q^ on voit que oes 
Equations admettent irois int^grales communes dislinctes et, par suite, 
r^qualion (26) apparlient &la classe £tudi^ au n* 34. Pour former ces 
trois integrates communes, nous consid^rons le syst^me d'^'quations 
dilKrenlielles ordinaires 

4? __ dy __ dx^ flu 
2a^ "" — 2j* "" Isu ^ 3u* 

dont I'integrale g^n^rale qui s*obUent sans difliculU est donn^c par les 
formules 

xi% 4- 2ar 

conformdment k la m^thode gdn^rale (n* 34), dliminons u entre ces trois 
relations, ce qui nous conduit aux Equations d*un complexe de courbes 

jr(a?_6)_(y-.c)==o, 
(y — c) (a; — 6) - 4a =: o; 

on en ddduira Tintegrale gencrale en ^tablissant deux relations arbi- 
traires entre les trois param^l^lres «, 6, c. Prenons, par exemple, 

be — Aa=%^ 6==y(a), c = tf(*); 

nous arrivons alors k la conclusion suivante : f integrate gin4rale de 
Nqualton (25) s'oblierU en 4Hminant le parametre variable a entre lee 
deux iquaUune 



(27) 



J «A — 9(*)X — y + 4ri«) = o, 

 «y — ?(»)y — ♦(«)«? + «==o, 



? («) ei j^ (a) 4tant deux fonctions arbitraires. 

Le rdsultai obtenu pent sMnterpreter comme il suit. Considdrons la 
famille de courbes representee par rdquation 

my — t (») y —  W « + « = o, 
oCi a dteigne un param&tre arbitraire ; pour avoir Equation diiKrentielle 



.<"' 



V 
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de cclte famille de courbcs, il faut ellminer « entre celte ^uation et sa 
d^rivte 

^ + y — ?(«jy' — ♦(*) = o- 

Or, cetle deruiere relalion dcvtent identique k la premiere des relations 
(27) si 00 change y en — X {x, y). Dono la condition (25) esoprime qu$ 
Vinligrale gin6vale de tiquaiion 

(28) y' + ^(«iy) = o 

est rep}*4senUe par une equation de la forme 

(29) a?y-f-Ay + Ba? + C = o; 

A, B, C 6lanl dee foncUons quelconques (Tune conelanie arbitrahre. Or, 
d^apr^s ce que Ton a va plus liaut (n* G2), T^quation (28) est I'equation 
differentielle des images spheriques de Tun des syst^mes do lignes de 
courbure de la sarrace clierchee ; a?, y ^taiit les param^tres des genera- 
trices de la sphere, une equation de la forme (29) represenle un cerclot 
et le resultat obtcnu peut s'^noncer comme il suit: 

Pour que Vequalion aux deriv4es parlielles des surfaces^ qui adtneltetU 
une represenialion sph4rique donn4e pour ieure lignes de courbure^ 
possedeuneintegrale interm^diaire dipendani d'une fonclion arbilraire^ 
it faul el il suffil que les images sphSriques des lignes de courbure de tun 
des, syslemes soient des cercles^ c'esl-a-dire que la surface ait un systhne 
de lignes de courbure planes (*). 

Pour que Tequation (18) dont depend le probli^me de la representation 
splierique soit reductible k la forme «=:0, il faut, d*apr6s cela, que les 
images des deux syslemes de lignes de courbure soient des cercles. C'est 
le cas que nous avons traite au n* 62* 

Remarque. — Toute Equation de la forme 

r=:zX^{a,y)i 

peut etre ramenee par un changement de variables k la forme (n* 51 

« + a/i + 6f = o, 

oik a et 6 sont des fonctions des variables independanfes seulement ; il 
(>) Ge thdortoe est dft 4 0. Bonnet 
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sultil de prendre pour nouvelles variables une int^grale de T^quation 






et une inUgrale de Tdquation 

Jo? ^y 

Si Tequation r = y?l possfedo une inldgrale interm^diaire avec une 
fonction arbitraire, il en sera do mdme de T^quation transform^ 

elle renlre done dans la classo signal^ au n* 46. L*int^gralc g^n^rale 
contient explicitcmont une fonction arbitraire^ ot Tautro fonction arbi- 
traire est engagce sous le signe /• 

Pour pouvoir effectucr la transformation pr^c^dente, il suffit d*avoir 
int^gre les deux equations 

dy + Xtfx = 0, dy — Xd» = o, 

c*est-&-dire de connaitre les deux families de courbes orthogonales qui 

ferment les images spheriques des lignes de courbure. 

• 

65. On pouvait pn^voir par des considerations geom^triques une par- 
tie des r^sultats pr^cddents. Quand on se donne les images spheriques 
des deux sysl^mes de lignes de courbure, les surfaces sont d^termin^es 
par une Equation de la forme (18) dont les caracteristiques correspondent 
aux lignes de courbure. Imaginons qu*on forme Tcqualion aux d^riv^es 
partielles de ces surfaces en coordonn^es cart^siennes, ce qui revient k 
eflectuer une transformation de contact ; Ics caracteristiques de la nou- 
▼elle ^nation soront les lignes de courbure elles-mdmes des surfaces 
int^grales. Or, il est facile de prouver que, lorsque les images spheriques 
de Tun des systdmes soni des cercles, les equations dilTdrentielles des 
caracteristiques correspondantes admettent deux combinaisons iniA- 
grables. Soit c un de ces cercles, C la ligne de courbure plane dont elle 
est rimage sphdrique, (T) le cAne ayant pour sommet le centre de la 
sphere et pour dircctrice le cercle e, «, p, f les cosinus directeurs de 
Faxe de ce c6ne de revolution, m le demi-angle au sommet ; «, p, y, m 
sont des fonctions d*un param6tre I, dont la variation donne tons les 
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petits cercles qui sonl Ics images sph^riqaes do ce systdme de lignes de ; j 

courbure. On sail que le plan de la ligne de courbnre C est parallMe au '■] 
plan da cercle c et que la normale k la surface en un point de C est 
parallMe k une g^neratrice du c6ne (T), On a done 

«a? + py + rr = K, i 

^P + pV — Y 
\^i + !>• + «" 



= cos «A, 



on voit tout de suite deux combinaisons intdgrables 

r/f = o, — + Xcto = o, 

et, coinme les deux systdmes de caractcristiques sont confondus, il doit 

(■} Gctte Equation se prvsente quarnl on chcrche ill est possible de d^former ium 
surface de telle facon qtrtine s^rie de sections planes, situdes dans des plans paial* 
l^les, so changent en une nouvelle %ine de sections planes, situtes dans des plant 
paralldles. Voir mon M<^nioire Sur un problkme relaiifit ladiformaiimi dm$mff€ 
[American Journal of Mathemaliet^ vol. XIV). 

IXTtCMATIOSI DBS CqCATUMS. !• 
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K ^tant une constante. En r^solvant la dernidre ^uation par rapport k 
et rempla^ant par la valeur obtenue dans la premiere, on voit que 
ces relations peuvent 8*^rire 

= 9 (p, q), 

f et ^ £(ant des fonctions determin^es. Commc K et restent constants 

tout le long d*une caract^ristique, on voit que les Equations diff<6rentielles j; 

de ce syst^me admettent les deux combinaisons int^grables 

r 
d^ =z o, d*^ = 0. [ 

I 

66. ExEMPLB V. — Soit h inlegrer I'^uatton ' 

p 

(30) Xp^ + W— #*=:o, ! 

f 

X etant une fonction qudconque de x (*). 11 y a un seul syst^me de I 

caracterisliques dont les equations dilTerentielles sont (n* 23) 

dz — pcfx — qdy =z o, 

(31) { dq = o, 

dp + Xpdx = o ; 



I 



I 
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y en avoir une troisi^me (n* 36). On tire en effet des deux premieres 

q = a, p-f {as) = 6, 

fXdM 

en posani ^ {x) = e ; si on porie ces valeurs de p et de g dans la 

relation 

dz — pdx — qdy = o, 

elle devieni 

. bdm . 

az — -rr^ — oay = o 

eidonne 

jr — V («) — «y = «i 

r dw 

en posant ^ (a?) = f Ty^v* On a done, en definitive, trois Integrates pour 

Ics equations differentielles des caracterisques 

q = a, pf [a) = b, z — pr[x) f (a?) — jy = c. 

Conformemeni k la methode gen^ralo (n* 31), si nous eliminons p et g 
entre ces trois equations, nous sommcs conduits k I'equation d^une 
surface dependant de trois parametres a, 6, c, 

r — ay — hf[x) — c = o, 

et rintigrale gindrale de r^qualion (30) est reprdsent^ par le systftme 
des deax relations 

fa«^ I ' — «y — ?(«)/■(«) — ♦(«) = <>. 

. ^ I y + /• W f («) + f {«) ==.o. 

o^ f et 4» sont deux fonctions arbitraires, et ofi on pose 



fij^)=Jff^dm 



VI. BxBMPLB VL — Soit k integrer Fequation (*) 
(33) qr+[zq—p)M — pzt = o\ 

{}) Gette equation m prticnle qnand on chcrche 4 former det equ atloni diiferai- • 
tiellei du premier ordre int^grablei 4 la fa^on de reqaation de Ciairaut. Voir ma 
note Sur ante eki9»t d^iqwaiimu amatoQM€$ d riquaiwn de Ctaitami {BulUUm de la 
■MlAdMaltf «e, iSM.) 
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les ^qualions dtlT^rentielles des denx syst^mos de caracUristiques 80ii| 
respectivemeni 



i dz — Tpdx — qdy = o, 
(A) pdx + qdy = o. (B) 



dx — pdx — qdy =: o. 
zda — cfy = o, 
qdp — 'pdq = o. 



Lo premier syst^me admet les deux combinaisons int^grables : 

€i[r = o, c? (p + qx) = o; 
on a done Tingrale interniediaire : 

P + ?* = ?W» 

dont rintcgration se ramdne k celle da syst^me d'^uations diffdren- 
tielles ordinaires 



(34) 



dx 5^^ _ dx 

1 - z -^{x) 



Comme ^ [z) est une fonclion arbitraire de jr, on pent poser 

ct rintegralc g^nerale du sysi6me (34) est donn^epar lea formules: 

a:-f(x)=C, y - ^f (,) + ^, (x) = C, 

et rint6grale g^n^rale de T^quation (33) est repr^sent^ par une ^ua* 
(ion de la forine 

y - :rf (jr) + ^ (^) =.Y[aJ - f (*)% 

/* et ^ ^tant deux fonctions arbitraires, 

68. Nous allons etudier maintenant les Equations aux d<^rivjes par» 
tielles dont les caract^ristiques jouissent de ^uelque propri^U remar> 
quable, relative a la courbure. Cherchons d*abord les Equations dont 
les caract^ristiques de Tun des systdmes soni des lignes asymptotiques 
des surfaces integrates. Soieni 



(35) 



dz — pdx — qdy == o, 

Kdx + BcTy + Cc/p \^ Ddq = o, 

A'Ac-fBV/y-i-C'c/p +DVj=o, 






f 







I 



\ 



■^t^*-'- - . ■■^^■■^ 



^ iftiM' IMf I 



148 



CHAPITRB III 



les (kjuations dilEirentielles de ce 8ysl6me de caract^ristiqucs ; la relation 



(36) 



ilpdx -4- dqdy = o, 



qui deOnit les lignes asymptotiques, doit £tre uno consequence des 
^ualions (35). Or, si Ton regarde dx^ dy^ dp^ dq comme les coordon- 
n^es liomog^nes d*un point, la relation (36) repr^sente une surface du 
second degr^, les deux dernidres Equations (35) reprdscntent une ligne 
droite ; il faut done que cetto ligne droile soit une gto^ratrice de la 
surface du second degr6. Par consequent, les Equations diflerentielles 
des caract^ristiques peuvent dtre mises sous Tune des formes sui- 
vanles : 



rfjr — pdw — qdy == o, 
(A) I dp = Xrfy, 

dq ss — }dx ; 



(d:r — pdx — qdy = o, 
^_^ dp = Xdq, 

( </y = — Idx. 



Dana le premier cas, Tequalion aux d^rivees particlles est de la 
forme 



(37) 



i./ _- ^ -|- X« =s o; 



les deux sysldmes de caracleristiques soiit distincts (sauf si X = o|, 
et, comme le second sysl^me se d^duit du premier en changeant X en 
— A, on voit que les caract^risliqucs du second systdme sont aussi des 
lignes asyraptotiques, 

Dans le second cas, T^quation aux dcrivces partielles est de la 
forme 



(38) 



r-.2Xi + X»« = o; 



les deux systdmes de caracleristiques sont confondus, ^ 

60« ^tudions d'abord les equations de la forme (38) ; on peut en 
donner la signification geometrique suivante. Considerons une surface 
int^grale admettant Tel^ment (d;, y, z, |>, q) ; les tangentes aux deux 
lignes asymptotiques de la surface issues de cet element sont donndes 
parl'^uation du second degr< 

r + 2«m -f- Im^ :=r o, 

m iiani le coefficient angulaire de la projection de Tune de ces tan* 
gentes sur le plan des xy; T^uation (38) montre que Tune ides racines 
de cette ^nation en m est 6gale k — X. Par consequent, toutos les sur- 
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faces int^gralesquiontlMIdment (or, y, 4^, p, 9) ont une tangente asymp- 
toiique commune en cet ^Umeni. Par exemple, si X ne depend que des 
variables w et y, Tdquation (38) exprime que les lignes asymptotiques 
de Tun des syst^mes se projettent sur le plan des xy suivant des 
courbes donn^es, qui sont les courbes integrates de T^uation diiKren- 
iielle 

^ + X(«.y) = o. 

Pour que Tdquation puisse elrc int^gr^e compldtemeni par la m^thode 
de Monge« il faut que les Equations diir^rentielles des caract^ristiqaes 
pr^sentent trois corabinaisons integrables, ou que le syst^me 



3; + \>=^' 



COf * "^ oz ov ^ oz 



soil un sysl^me complet. Les conditions pour qu*il en soil ainsi sont 

(n*38) 



(^) | + ^^| = ^* 



r- +/)r Xr Xgr- = 0. 

ex ^ ^ vz ^y ^ oz 



Supposons X d^fini par une relation 

*Ky,^fPt?f X) = o; 
la fonction *b doit satisfaire aux deux conditions 









qui devicnnentf en prenant pour variables ind^pendantes dp, y, x, X, q^ 
p— Xy = u, 



dq 



^jj ' 9jr ?y 



L'inU^gration se fait d*ello-m£me, et on voit que X doit satisfaire k 
une relation de la forme 

 [y + XdP, X, p — Xg, » (p — >fl) — jr] =s o. 

On pourrait poursuivre le calcul, mais on arrive plus simplement a« 
rdsultat au moyen des rcmarqucs suivantes. Si les Equations d{fl(£reii« 
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tielles des caractdristiqaes d*ano Equation de la forme (38) prdsentent 
trois combinaisons inl^grables, on sail (n* 31) que Tint^grale g^n^rale 
se compose des surfaces engendrtes par les courbes d*un complexe, et 
les courbes de ce complexe sont des caract^ristiques. Or, il est facile 
de montrer que les caract^ristiques sont des lignes droites, lorsque les 
relations (39) sont vdrifiees. On tire, en effet, des relations 

rfjr — pdco — qdy = 0, dp =z Xdigr, dy + Xcto = o, 

en dilKrentiant la demi^re, 

«Py+ Xd^x-^-^dx^-i-T-dofdy '{'^'^^''^'h^^fi^ +5^ dqdx =o, ' 
ou en rempla^nt rfy, dx^ dp par leurs valours, 

Si les conditions (39) sont v^rifi4es, on a done 

si on a pris x pour la variable ind^pendante, on a d^x = o et, par suite, 
cPy = o. On a ensuite 

flPj = pd*x -|- JcPy = 6 ; 

y et jr sont des fonctions lin^aires de x. On voit par consequent que, 
pour obtenir toutes les Equations de la forme (38) qui sont int^grables 
par la m^thode de Monge, it suf/ti de prendre tin complexe de droiiet 
quekonque et de fdrmer Viqualion aux dirMee partietiee des eurfaces 
rifflSet dont tes gintralrices appartiennent i ce complexe. 

II est aisd d'expliquer ce r^sultat par la g^m^trie. £tant donn^ un 
complexe de courbes C,quandona8socie ces courbes de fa^on k former 
une surfaces, le plan tangent k la surface Senun point d'une courbe C 
varie en general avec la loi suivantlaquelle on associe ces courbes. Pour 
que la courbe soitloujours une ligne asymptotiqtie de la surface engen* 
drfe, il faut done que le plan osculateur k cette courbe soit inddterminA, 
c*est-4-dire qu*elle se r^duise k une ligne droite. 

Comme cas particulier, supposons que X ne renferme que les 
variables xeiy\X doit satisfaire k une ^nation de la forme 
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r^quation differentteHe y' -|- X ss o des projections des lipies asymplo* 
tiques peut alors 8*terire 

Cestune Equation de Clairaut dont rint^grale g^o^rale 86 compose 
dcs tangentes k une courbe C ; le complexe pr^c^dent est forin^ par 
lea tangentes au cylindre projelant la courbe C parallMement k ot. ^ 

Lorsqae X ne rcnferme que p et 9, on doit avoir une relation de la ; ; | 

forme 

 (X,p — X?) = o. If 

Ce cas peut se d^duire du prec<5dent par la transfarmalton do vl,\ 

Legendre. Le complexe est formi des droites paralitica aux g^nira* \]\ 
trices d*un c6ne« 

70* En dehors du cas que nous venons d'examiner, les Equations 1}^ 

difKrenlielles dcs caract^ristiques de T^quation (38) ne peuvent admettre |) \ 

plus d*une combinaison int^grable* S*il en exisle une, on pourra s'en { 

servir pour ramener T^qualion k la forme simple ] 



■if 



»' + /(«ty. ^»i>. ?) =0. 

- ■' iJ 

Ainsi, supposons qu*on cherclie les surfaces dont les lignes asympto* f 

tiques de Tun des systdmes se projellent sur le plan des xy suivanl 
les courbes |l 

/(aT,y)=rO*;. \( 

t. 

r^quation aux d^riv^es partielles correspondante est 

et les Equations difforenlielles des caract^ristiques 

. dz — jkdc — jrfy =s o, 

T- dq — :f-dpsso. ,i, 

^ >y '^ * . }| 

f. 

admetteni la combinaison int^grable 11 
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Si on prend ponr variables independantes xeif (a?, y) (n* 51), I'^qua- 
lion prend la forme 

r + ap + *? = ®» 

a et ft ne renfermant que les variables inddpendantes. Pour ddvelopper 
les ealcukf posons 

on a successiveroeni 

>£ _ ^£ , 3£ 2jf ^ 






a«* 






JteSy Jkc'jy >y '^ ^y** 3a 3y ^^ Jy* dody 

jy«""v*W/ "^jyy' 

r^quatton (40) decent, toutes redactions Cutes, 

On voit qu^elle est de la forme simple (*) 

r-{*6jr=:o; 

(>) D*iuie manitoe gto^rsle, toute l<|ttation linMre de la forme 

od >, «t. A, e, if ne renferment que 4p et y, peut Mre ramen^ d'ona infiniU de ma- 
niires 4 la forme simple 

n soffit de prendre poor nouvelles Tsriables ane inUgrale de r^qaatioa 

et one Integrate de r^qoattea 

r — »« + M 4- M + ^ -• <»• 
Tottte solution de T^qnation (4e) permet done de la ramener 4 la forme simple 

r + 6f«ia. 
La solutloa Mdente i = x donne la transformatloa d« teite. 



u 



APPLICATIONS OIVERSBS 



153 



pour qao le coeflicient b se r^duise k une constante, il faut que la foiic« 
tion f{w^ y) v^rifie T^quation du second ordre, 









od K est une constante. Cette Equation n*est pas int^grable par la 
methode de Monge, mais il est facile d*obtenir des solutions partieu* 
litres, par exemple 

71. Consid^rons maintenant les Equations de la forme 



(«) 

que Ton pent aussi dcrire 



rt 



#» + X» = o, 



ri — s^ 



(1 + pt + g^)t 



r (», y> *• p» i\ ; 



le premier membre de. cette Equation repr^sente la courbure totafe, de 
sorte que toute Equation de la forme (41) etablit une relation entre lea 
coordonn^es {x^ y, jr, p, g) d*un element d*une surface int^grale, et la 
courbure totale en cet dement. L*<5quation aux ddriv^es partielles des 
surfaces k courbure totale constante rentre ^videmment dans cette cat^ 
gorie ; il suit de 1& que les caract^ristiques de cette Equation sont lea 
lignes asymptotiques. On pent aussi en d^duire un th^ordme dft ii 
Enneper : le* lignes asymptotiques cTwie surface d courbure eonstanU 
sont des Ugnes d torsion constante. Repr^sentons par — a* la cour* 
bure totale constante; T^quation aux d£riv£es partielles est 

W _ ,« 4. ai (i 4. pi ^ ^«)J = 0, 
et les Equations diffSrentielles des caract^ristiques sont 

dz — pdx — jrfy = 0,. dfp = ± fl (1 + P* + q*) rfy, 

dq=izpa(i+fl^ + q*)da, 

les signes sup^Srieurs ou infdrieurs ^tant pris en mime temps. 

PrenonSf par exemple, la premiere combinaison de signes ; les coai« 
nus directeurs de la binormale sent 
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piiisqae le plan osculatear coincide avec le plan tangent. On diduH 
delk 

rf, ^ a A- <!*) dp - pqdq ' . 

ou, en remplaQant dp et <fj par leura valeurs, 



on a de mdme 



et, par aoUe, 



^^^ (1 -i - y«) rfy + p^ 
^1 H- P« + ?• 

_ ^ (1 4- P') <fa> 4- pqdy 

y/l 4- p. + ,« 

Vi+P'+?' 



ce qui ^tablit la proposition d'Enneper. 



78. L*4quation 



ri — *' 4- ^ == o» 



qoe Ton rencontre dans la theorie m^anique de la chaleur, appartient 
k la cat^gorie pr&>£dente. Les Equations diff^rentielles des caracMris* 
tisques soni respectivement 



(A) 



rfjr — pdx — qdy = o, 
dp + ady = o, 
dq — adji = o. 



dz — pdx — qdy = o, 
(B) I rfp — ady = o, 
I dq -f- <sd!39 = o; 



les deux dernidres ^nations de chacun de ces sysi&mes soni des diflK- 
rentielles exactes, de sorle que T^uation (42) admet deux int^grales 
intermMiaires dependant chacune d*une fonction arbitraire, 

« — «» = ?(P + ay), q-^-aao^^ip — ay). 

On arrive aisiment k Tint^grale g^n^rale sans aucune transformation 
de contact. Posoni 



'J 



p + «y — «i 

q — (Ui=^{%), 



p — ay = f, 

? + «« = *(P); 



v^ 
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on tire de Ui 

» + y («) + tt (8) 

et en portant ces valeurs do x^ y^ p^ q dans la relation 

dz = pd» -f~ 9'yf 
elle devient 

— 4a «» -r 4a "p- 

On dMuit de 1&, en integrant, 

on pent d^barrassor cette formule de tout signo de quadrature en -rem* 
plaint f (a) et ^ (p) par des d^riv^es ^ ' (a) et ^' (p). L'int^grale ginirale 
est alors representee par les formules 

ia 
» — H 

(« + p) 1 f (p) - ?' («) { + ^? (*) - ^ m 

'= -^  , 

Je signalerai encore r^quation 8uivante(') 

qui admat deux integrates intermediaires dependant d*une fonction 
arbitraire 

fly(jr — pa? — gy) + gjr _/ i— |Mg \ 

y— p ^\y— P/ 

(1) Get exemple est da k M. Sopbas Lie. BeiirS^e tur allgemBinem irantformoHomt 
IheoHe [Derichtider Ko'nigl. Sdeht GetelUeha/l; 29 JuUlet ItS^ 



f 






ii> 

•1 

l! 
t 

c 

r 

.1 

» 



I 



i 



 



i 



156 CHAPITRB III 

et que Ton peut, par consequent, ramener k la forme « = o par une 
transformation de contact. 

< 

78. On obtient de mAme les Equations dont les caract^ristiques de 
Tun des syst^mes sont des lignes de courbure des surfaces intdgrales. 
L'equation diildrentieUe des lignes de courbure 

(1 + p*) dx + ppdy ^ pqdx + (i + ^*) ^y 
dp dq 

doit 6ive une consequence des equations lineatres en (£r, dfy, dp^ dq qui 
definissent les caracteristiques. Par suite, les equations des caracteris- 
tiques sont de la forme 

dp = X [(1 -f.p*) dx + pqdy], 
dq=\[pqdx + {\+q^)d!f], 
dz r= pdx -|- qdy^ 
ou de la forme 

dq =5 \dp^ 
pqdx + (i + q^) dy z::X [(1 + p*) dx'\'pqdy]^ 

dx = pdx 4- qdy. 

Dans le premier cas, Tequation est de la forme 

ott, en developpant, 
(43) y? (i +.p« +«^ -X [(1 + p«)< + (1 +9«) r-^pqM\ + W-*«= o ; 

les deux systemes de caracteristiques sont confondus, et requation 
exprime une relation entre les coordonnees d*un element (or, y, jr, p, q) 
et le rayon d*une des spheres osculatriccs k la surface en cet element*. 
Dans le second cas, requation aux derivees partielles est 

(44) X«[Mr-(l+p»).]+X[(l+p»)«-(l+g»)r]+[«(l+,«)-p^<] = o; 

les deux syst^mes de caracteristiques sont distincts, et le second sys- 
tems so deduit du premier en rempla^ant X par 

ce qui prouvo que les caracteristiques du second syslftme sont aussi 
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das lignes de courbure. I^s Equations ^tudiSes auxn*'60| 61 soni des cas 
particuliers do Tdquation g^n^rale (44). Si on remplace, dans celte 

Equation, X par /? f a\L '\^ J ^ Wqualion obtenue est prieisi- 

ment Tequation difTerenlielle qui donne les projections des lignes de 
courbure sar le plan des xy^ de sorie que rintdgration de Fequation 
(44) est, au fond, 6quiva!enle au problcroe suivant : A chaque dlitnsni 
(^9 y« ^^ P« 9)f ^*^ f^^^ correspondre eTune fa^on arbilraire deux direc^ 
Uons reciangulaires issues du point {x^ y, j:) el siiuiee dans le plan de 
coefficients angulaires p^ q; Irouver les surfaces qui^ enehaeun de Uurs 
iUmenls^ ont pour langeales aux lignes de courbure les deux directions 
prMdentee. 

Les equations (43) et (44) se d^duisent respectivement des equations 
(38) ct (41) paria transformation deM. Lie qui change les lignes droites 
en spheres et les lignes asymptotiques en lignes de courbure. On en 
deduit egalcment toutes les Equations, de la forme (43), int^grables 
par la methode de Mongc. On les obtient en formant T^uation aux 
d^riv^es partiolles des surfaces enveloppes d*un complexe de spheres 
quelconques (n® 14). Dans un important Memoirs (^), dejk cit^'plusieurs 
fois, M. Sopkus Lie s*est propose de r^soudre le mdme probl^me pour 
les Equations (41) ou, cequi revientau mimCf pour les Equations (44), 

L^elude de co probl^me nous entraincrait trop loin ; nous ^noncerons 
sculemcnt le resultat suivant, relatif aux Equations de la forme (44), 11 
est clair qu*une sphdrc quelconque est une integrale de cette ^nation ; 
sur chaque sphere nous avons done deux families de courbes orthogo« 
nales qui correspondent aux caracteristiques. Pour que les Equations 
difTercntielles de Tun des sysl^mcs de caracteristiques admettent deux 
combinaisons int^grables, il faut que^ sur une splih^ quelconque^ les 
caracteristiques de cette famille soient des cercles. Pour que Tiqua* 
tion (44] admettc deux integrates interm6diaires distinctes, rcnfermant 
chacune une fonction arbitraire, il faut, par consequent, que, sur une 
sphere quelconque, les deux families de caracteristiques soient com- 
posees de cer^les, ou, ce qui revient au mdme, que les caracteristiques 
deTune des families soient des cercles passant par deux points fixes. On 
verifie aisement que ccs conditions sent voriflees pour les equations 
qui ont cte integrees plus haut (n** 00, 61 et 62). 

Appliquons encore ce rdsultataux equations de la forme (44) oft X est 
une fonction des variables ^ et y seulement. Le probleme est alort 

(1) Veber complexe, iRthesondet^ LinUn unit KHgeUeomplexs^ mil amcvjMfujif amf 
die Theorie pnriiellet Di/ferenliatgleichyngtH {Malhematisehe Jlniialeji, t. V, p. 115). 
Voir, cii partictilicr, la 3* partio du mOmoire, p. 18S-S3S* 
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equivalent k celui-ci : Determiner les surfaces dont les lig^es de ooar- 
bure de Tun des sysl6mes se projettent sur le plan des a?y suivant una 
famille de courbes donate. Sur une sphere quelconque, les lignes de 
courbure de Tun des syst^mes sont k Tinlersection de cette sphere ei 
des cylindres dont les generatrices sont parallMes k OZ, et qui ont 
pour directrices les courbes planes de la famille consider^e. Pour que 
ces lignes de courbure soient des cercles, quelle que soit la sphere 
donneCf il faut evidemment que ces cylindres se reduisent k des plans, 
et on est rameni k cliercher les surfaces dont les lignes de courbure de 
Tun des syst^mes sont situ^es dans les plans tangents d*un cylindre. 
Des considerations tout k fait pareilles k celles du n"* 65 prouvent bien 
que, dans ce cas, les equations de ce syst^me de caracteristiques 
admettent deux combinaisons integrables. Pour que le second syst^me 
de caracteristiques donne aussi une integrale intermediaire avec une 
fonction arbitraire, il faudrait que les caracteristiques du premier 
systeme situees sur une sphere passent par deux points fixes, c*est-li* 
dire que le cylindre se reduise k une ligne droite. On retombe sur les 
surfaces de Joachismtal. 

D*une maniere generate, si onclierche les surfaces, dont les lignes de 
courbure de Tun des systemes sont situees dans les plans tangents 
d*une surface developpable, Tequation (4i) corrospondante admet une 
integrale intermediaire du premier ordre, avec une fonction arbitraire, 
et une seule, sauf dans le cas qui vient d'etre rappeie. 

74. Cherchons encore les equations 

Ilr + 2K« + U -f M + N (W - ««) = o. 

telles que les deux systemes de caracteristiques ferment, sur chaque 
surface integrale, deux families de courbes conjuguees. Les tangentes 
aux deux caracteristiques issues d*un point sont donnees par les racines 
deTequation du second degri 

(H + Jit) rfy« — 2 (K — N«) dxdy + {L +Nr) cte» = o; 

si m, m' sont les deux racines de cette equation, la condition pour que 
les deux tangentes soient conjuguees est exprimee par la relation 

qui devient, en rempla^ant m-^m'ei mm' par leors valeurs 

(H + NO »• + *» (K — N*) + (L + Nr)l = o, 



• 



• r -4 
< 



APPLICATIONS D1VERSB8 150 

Hr -f 2Kt+ LI + 2N (rl— ««) =o. 

Pour que celte liquation soil identique k T^quation propos^e, il faul 
et il suffit que Ton ait M = N = o, ei on voit que toutes les Equations 
de Monge et d^Amp^re qui satisfont k la condition sont do la forme 

(45) Hr+2Kf-|-Li = o, 
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H, K, L £lant des fonclions quelconques de x^ y, x^ p, 9. Lea tangentea , .^ 

aux deux caracteristiques, qui sont nteessairement conjugates, son! ; >| 

d^termin<5es par T^quation du second degr4 « j ' v 

Ilrfy* — 2Krfa»/y + L<to« = o, j|{ 

et le probleme de I'int^gration de l*^ualion (i5) peut se formuler ainsi : ^/ 

A tout iidment (a?, t/ft^p^ q) on fait correspwtdre^ <fune fagon arbitraire^ \n 

deux dircctiong issues du point (or, y, z) et situies dans le plan de coef/i^ • { | 

cients angulaires p, q ; trouoer une surface qui^ en chacnn de ses, M^ \ { 

ments^ admeltepour directions conjuguies les dsux directions correspond 
danles. 

Nous avons ddjk eludid plus iiaut (n* 56*58) quelques cas particuliers. 
Si Ics cocfRcicnts II, K» L ne dependent que de p et de f , on a vu que , 
lorsque Tdquation 

(46) IWp' + SK^pr/f/ + Lrf}« = o 

se d^oublo en deux Equations de Clairaut, on peut int^grer T^aa- 
tion (45) sans aucune quadrature, tandis que, si cette Equation (45) se 
decompose en une Equation de Clairaut et une ^nation d*ane autre 
forme, T^quation (45) s*int^gre par des quadratures. 

Prenons encore le cas oii H, K, L ne dependent que des variables m 
et y ; Tequation 

(47) Hrfy* — SKcfarfy + Ldafl = o 

d^finit deux families de courbes planes qui sont les projections dea 

caract^ristiques sur le plan des xy^ de sorle que le probleme revient k ^ ^ 

chercher les surfaces qui admettent deux families de courbes ooi^o- 

gudcs se projetantf suivant deux families de courbes donntes, sur le plan 

des xy. Si on applique k T^quation (45) la transformation de Legendre^ 
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elle devieni 

(48) Lr — 2K* + Hl=:o, 

a et y 4tant remplac^s dans H, K, L par p ei q respectivemeni. 
L*^quation diffSSrentielle des caractdristiques (47) devient de mdme 

(49) Hdq*—il/^pdq^Ldp* = o. 

Par consequent I si Tdquation (47) so discompose en deux ^uations 
de Clairaut, il en est de mdtne de I'^qoation (49) et, d*apr6s la propriety 
qu*on vient de rappeler, Tequation (48) s'int^gre sans quadratures ; 
rintegrale g^n^rale se compose de surfaces de translation. On peui 
done trouver toutes les surfaces qui admettent deux families conjugu6es 
formees de courbes planes, les plans de ces deux families de courbes 
enreloppant deux cylindres dont les gdn^ratrices sent paralldes ; ces 
surfaces se d^duisent dcs surfaces de translation par la transformation 
de Legendre. 

De m^me, si T^uation (47), qui d^finit les projections des deux 
families de lignes conjugu^es, se decompose en une Equation de Clai* 
raut et une autre Equation de forme quelconque, Toquation (48) et, par 
suite, r^quation (45) s*int^grent par des quadratures. 

75. Le probteme de la deformation inRnimcnt petite d*une surface 
conduit k eiudier le problj&me snivant (*). Soient S|, S, deux surfaces 
repr^sentdes respeclivement par les deux Equations 

-^1 =/•(«. y).*=/'(^»y)5 

si on fait correspondre les points des deux surfaces qui sont situds sur 
une m<}me verticale, la condition, pour que les lignes asymptotiques de 
Tune de ces surfaces projeti^es verticalement ddcoupent sur la secondo 
un rdseau conjugud, est exprim^ par la relation 

(80) l^r— it.* + V = o, 

''ft 'if ^« dtanl les ddriydes partielles du second ordre de X|. Si la sur- 
face S| est donnde, la recherche des surfaces S, satisfaisant k la condi* 
tion prdcMente, estramonte k rintdgration de liquation (50), qui est de 
la forme considdrde au prdcddent paragraphe. Le rdsean conjugud de S 

(*) Damoux, Thioiie dea wrfaeeB^ tome IV, p. !•• 



\ 



• 






qui est le premier exemple traits par Ampere (')• 
Cette Equation peut s'terire, en la risolvant par rappart k r, 



ei comme on a 



v^ 



ip + Q^ + g^ip+l^ g + \/Ap + q\ 
8 "• « 



(>) Journal de ttccU Polyleehni^ue^ XYIU* cahier; p. 46 et laivaiitos. 
iKTtoaATioii vn Cqoatioss. It 
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se projette suivant lea mdmes courbes que les lignes asymptotiqaea 
de S|. Si la surface S| est du second degrd, lea projections dea lignea 
asymptotiques sont des droites ; T^quation 

* 

se decompose done en deux Equations de Clairaut et. par suite, on peut 
trouver toutea lea surfacea S sans aucune quadrature. Si la surface S| 
est simplement r^gUe, une famille de lignea asymptotiques de S| se 
projette suivant des droites. Done, on pourra trouver les surCacea S par 
des quadratures. 
Par exemple, si la surface S| est la sphere 

«* + y* + ^' = «V 

I'equation (50) est 

(a?« _ a«) r + toys + (y» — a«) I = o; 
apr^s la transformation de Legendre, elle devient 

[qt — «')*• — S/jyt + (p* — a^)t = o, 

cette Equation sUnt^gre absolument comme Tequation aux ddriv^es 

partielles des surfaces minima ; les courbes minima sont seulemeni i 

rcmplac^es par les courbes gauches qui satisfont k la relation 

dz^ = a\dx^ + cfy«). 

76* Pour terminer cos applications, nous int^grerons encore, par la 
m^lhode du n* 58, T^quation 

(5i) (r-pl)«=yV<, 




1 



I 
I 



(53) r - (?Eiii±XvIIS) I == o ; \ 



\ 



ieS CHAPITRB III 

les ^qaations diffdrentielles des deux sysUmes de caracUristiques sont 
respectivement : 

dx — pdoo — qdy = o, 

(A) } ^y+ a ^ cto = o. 

rfx — pc{« — qdy =■ o, 

(B) ^ '^ 2 aa. _ o, 

La derni^re Equation du syst^me (A) est une ^uation de Clairaut, 
dont rinUgrale g^n^rale est, par consequent. 



la derni^re Equation da systdme (B) devient, en faisant disparattre le 
radical, 



<") " = (if - ' I 



Cest une Equation liniaire en p et f que Ton peut int^grer par le 

precede classique ; en prenant pour inconnue auxiliaire u = -^« on est 
conduit k T^quation homogftne 

dq ^ dq 
•donl rint^grale g^n^rale est 

tt ( Itt — 3y)' =s ^. 

On obtient done Tint^grale g^ndrale de F&iaation (54) en dliminant u 
entre les deux relations 

p = u^ — qu^ « ( Jw — 3j)« =5 p. 
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(65) 



^ + Vy' + *P (V^rnF-i,)««(i. 



f el jf ddsignant dcs fonctionA arbitral res ; on a ensuile 



% 



If 



ce qui conduii k T^quatioo - l\ 



«* 

s 

•k 



- c 
t 



Les Equations difT^renliellea dea caract^risiiques admettent done 
pectivement les int^grales premieres (53) et (55). Cela pos6, imaginona ' . t^ 

que les coordonn^es x^ y, z d'un point d*une surface intdgrale soieni 'A 

oxprim^es au moyen des deux variables indipendantes x et Pi « restani Y 

constante le long d*une caract^ristique du syst^me (A), etp restant coos- 
tante le long d*une caract^ristique du syst^me (B). Ces trois fonctions 



I 



«, y, ji doivent satisfaire aux quatre Equations (n* 54) ^ A 

djr 3109 dv 

?x a» ?y f 

quant aux valeurs do p ot de g, ellcs sont fournies par les relations (53) 
et (55), qui nous donnent 

(57^ X* + \^ go— V > 

P = — Y~' ^^^ 3 

Des deux dcrni^res formules (56), on tire, en 4gatant les deux valeurs 
de r—ji r^uation 

(58) **35p + J? = »» 

dont rint^grale g^n^rale est 






 MiBifti Ifrftrt n-«i.aM 
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et« par suite, 

(60) y = - ^/; , (P) +/af («)rfai. 

Enfiiiy on a 

= (p + 7«) ji; rf* + (p — Js^ k ''^ 

= .._rf. + _t _dp; 

rempla^ons >~ et r^ par leurs valeurs ; il vient cnfin 



ou 



Lea formules (59), (60) et (61) repr^sentent rinUgrale g^nerale de 
r^uation proposde (5i). II est facile de se debarrasser de tout signe de 
quadrature; il sufOt, pour cela, de remplacer ^ (a) par V{9l) et f (fl) 

par VF^' (|^)t et on obtient pour »j y, z les expressions suivantes : 

s =««V(«)-.2«^-(at)+2V(aL)-i^*'(P) +|p*'(8) -.^• 

(6i)/y=_ Viip ♦'(P) + «ir(«) ~ r(fli), 

Rbmarqub L — On pent aussi employer la m^thode de Monge pour 
int^grer Tdquation (51). En effet, les Equations (A) admettent deux 
combinaisons intfgrables 



d{q + \fip+?) = o, rf[2y + {q + yjkp + q^) m]^ o, 
et on a, par consequent, Tint^grale intermMiaire 

*y + (? + V?ir+?) •==/•(? + ViiT+v). 



i 



-^ - J - i rw - J iM ** i if i ifl i nir ft- i -i^ r^ .. -i-w ♦... ^.> ^i^*^.. .. .,.■ -T..^i»*,tt»— ■■" »■■  .v'-iti. . 
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f etant une fonction arbilraire. Si on cmploie la tranaformation da 
Lcgendre, on pent remplacer ceite Equation par T^qnation linteire 



»7 + (y + V^^ + y*)p=/(y + v'i»+y*). 

dont rint^gration se ram^ne k celle du syst^me d*6quation8 difidren* 
tielles ordinairet 

(iy ^ da ds 



Si Ton prend pour variables indepandantes yeis^ ss ^ T ^ "' . y .-t 

z 
on a 

rfa? = ix'dx' — « c/y — j/doB^ ; 

el Ic sysl6mc (G3) devient 

/fii\ f {%x' — y)dx 2dz 



La premidre Equation 



nous donne d*abord 



*=<^=^^^ I 



2 . . C 



et il reste k int^grer T^uation differeniiella 

avee ano fonct:on arbitraire f . Si on remplaoe d'abord » {at) par 4' (•), 
on a 



■:; 
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ei il suflit de remplacer ^ [x') par »' * F' (x') poor n*avoir plus aucun 
aigne de quadrature. 

Rbmabqub II. — L'6quation (51) admet une integrate singuli^re dn 
premier ordre 

*P + 9* = o; 

lea deux facteurs lin^aires en r, i ea lesquels elle se decompose, 
devienneni albjr s identiques (Cf. n* 12). 

RsMARQUB III. — On a trouv^ plus haul que, le long d*une carac- 
t^ristique du syst^me (B), on a . 

dv ix "^z « ^a9 

«)a 0% Oft da 

et, par suite, 

Xlx) ""?«• 

les caract^ristiques du systdme (B) ont done leurs tangentes paralldles 
aux generatrices du c6ne 

(65) Y« — XZ = o. 

On voit, en outre, que, le long d'uno caract<5ristique du syst^me (A), 
c restant constant, les tangentes aux caracteristiques du syst^me (B). 
restent parall6les, de sorte que les plans tangents k la surface int6- 
grale enveloppent un cylindre, dont les generatrices sont paralieies k 
la droite 

X _ Y _ Z. 

i "^ a "" ««' 

les caracteristiques des deux systemes sont done conjuguees, ce qui 
rdsnlte auiisi du n* 74. Enfin les equations (A) et (B) montrent que les 
projections sur le plan des xy des tangentes aux deux caracteristiques 
issues d^un point ont leurs coefficients angulaires egaux et de signes 
contraires. En reunissant ces differents resultats, on pent donner de 
requation proposee (51) Tinterpretation geometrique suivante. Consi* 
derons un element («, y, jt, p, q) ; fe plan P qui a pour equation 

Z-.x=|i(X-») + sr(Y-y) 
cbnpsleoAna 

(Y-jr)«-(X-«)(Z~*)r=o 



', » 'm  iar<i<H& a rt * t ar d r i M iiM M aawrttif O'tf  "Vt i afl i i fi V r " ■i^ r r i ii^iT ^-' 1i ^- ^'' -i ' * ". '' - " ' * y ^, ^ ^. -' ^? 'iw;' - «  • <i^ii y >< fa 
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suivant deux generatrices. Soil D une de cee generairicea, A la 
du plan Pf telle que lea projections sur le plan des ooy des droites D 
el A aient des coefBcients angulaires ^gaux el de signes contraires. 
Uiquaiion (51) exprime que cet deux droUee H ei L tont deua diree* 
iions eonjuguiee de la eurface. 
L*equation du premier ordre 

?* 4* fp = ® 

definit les surfaces diveloppables dont les generatrices sent parallftles li 
celles du c6ne (65}. U est evident que ces surfaces satisfont k la condi* 
tion precedente, car la droite D est alors confondue avecla generatrice. 

EXEMPLBS (*) 

1* Integrer les equations a coeflicients constants 

Hr + 2K« 4- IJ = o» 

IIr-|.2K*+lJ + M=o. 

Hr - f. 2K« + U + M + N (W — «») = ; 

2* Integrer les equations 

[b -|-cj)*r — 2 (^ -I- cq) [a 4- cp) * -f- (a + cp)*f 5= o, 

x^r + 2jcy« + y^t = 0| 
r — aU-^- 2ab [p + aq) = o, 
ipqyr -}- (p*y + qx)i + xpl — a?y — p^q [ri — **) = o, 
X (1 + q^y^^pqzM + z (1 +p') I +l + p^+^« + z^ (r^->«) = 0/ 

xqr + ypt — pq-^xy {ri -^ «*) = o, 

q^r + Apqt -}- p*/ — «* + P* j' {ri — «>) = o. 

sxy + ^ — px — gy = 0, 

pqs — jr (r< — «») = o, 

3^* (jr — pa? — ^y) =s (p< — 5F#) a?jr, 

pV -|- 2psr« + qU — {xp + yq) {ri — *») = o, 

(i +pj) (r _ ,) == (p« - y«) / 4-p«r - }«*, 

. »• (i + »* +M) + « (?*-P') - ^ (i +P* +W) = o, 

(a?4-y)(r — 0+*P = O, 
(P + J + O (* + — (*—*)* = o (ImscheneUky) 

(1) Tal emprunU un grand nombre d*exemplei 4 rexcoHeat traite de PoatTnit 
A ireeiise on differeniM equeHeme. 



\ 



J 



: ' 
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Oft 

» = 4^' P=^r=^(Imschenel8ky) 

^»* + (« + p) « + y/ + J + y (rl — j«) =r o (Imschenetsky); 

3* Ramener r^uation 

k r^quation 

Ab$ — p 4*9 = 

par une transformation de contact (Ampere et Imschenetsky); 
4* Ramener r^quation 

k la forme 

^(P + 7)«— i = o 

par une transformation de contact (Ampere}; 
5* Ramener T^ation 

ZS + -^pq = 

h r^uation 

(« + y)*« — 2 (» + y) y + 2^ = o ^ 

par nne transformation de contact (Ampere et Imschenetsky) ; 
6* Ramener T^ation 

k la forme 

(y+«)» + p = o 

par une transformation de contact (Ampdre) ; 
7* Ramener r^uatioQ 

r + V + («*-**)l==o 

k la forme ^ 

* . 

2te— p— f=o j 

par une transformation de contact (Ampdre); - 
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8* Ramener T^quation 



/* rC + (1 + a:y) 7] -J- a?C + (a« + «y — y) jr — p = o 



oik 



k la forme 



f W + ^^ — P = o 



par une transformation ponctuelle (Imschenetsky) ; 
9* Ramener r^quation 



& r^quation 



r + 2j« + r/*l + f{p) = o 



l=p 



par une transformation de contact (Ampere) ; 
10* Mdme question pour I'^quation 



p/ 4" * = (Ampere) ; 



11* Ramener T^quation 






f,+^,+,,.+„,+^,[,,_^_,(i_8_i)_(i_a_j)']=. 



& une Equation lin^aire & coefficients constants, par une transformation 
de contact. 

[On se scrt de I'int^grale jr = ouv + Py + T^^t qui renferme trois 
constantes arbitraires x, p, y] (Imschenetsky). 

12* Ramener I'^quation 



k la forme 



(l+,^)r-{l+p«)l=ro 



2(a: + y)'""P — jr = o 



par une transformation de contact (Pueht) ; 

13* Rdsoudre le probl^me de Cauchy pour T^quation de Laplace, en 
considerant lea surfaces int^grales comme des surfaces de translation t 

II* Determiner les Equations telles que les deux syst&mes de earao* 
t^ristiques ferment, sur cliaque surface int^grale, deux famillee do 
courbes orthogonales. 



L 



t' 



f • 



 



; 



• 
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15* La ddtermination des surfaces, dont les lignes asymptotiques de 
I'un des systdmes sont situies sur des cylindres de revolution ayant le 
mdme axe, se ram^ne k rinUgration de r^quation r = jr (L Bianchi); 

16* Int^grer par la in6thode d* Ampere T^quation 

r — I 2 -3 oj 

m 

17* L^^quation aux d^riv^es parlielles des surfaces k courbure totale 
oonstante se ramftue it r^quation aux d^rivies parlielles des surfaces 
k courbure moyenne constanto par une transformation de contact. 

(O. Bonnet.) 



/ 
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TIlfeORIE GfiN^RALE DES CARACTfeRISTIQUES (') 



D^flnilion des caract^risliques. — CaracU^risliqiies du premier et du second 
ordre. — Garacterisliques d'ordre siii>^rieun — Tous les ^l^ments d*uiie 
caract^rislique du second ordre appartiennent, en g^n^ral, k une infiniU 
de surfaces integrates. — Retour sur le problbme de Caucliy. — Equations 
qui admetlent des caracl^*ristiqucsdu premier ordre. — Recherche g^n^rale 
des inl^grales intermedinires. — Elude du cas oi\ les Equations qui ddter- 
minent les iul^grales intennddiaires ferment un syst^me en involution. — 
Aper^u du m<Smoire d* Ampere. 






77. ly etude du probl6me de Caucliy pour les Equations de Monge et 
d*Amp6re nous a conduits a uno notion fondamentale, celle des carao« 
terisliques. Nous allons maintenant, en nous pla^ant k un point de vue 
plus g^n^ral, ^tendre cette notion aux equations de forme quelconque, 

Soit 



(*) 



F (»i yt *. P» 9t »% *, = o 



une equation du second ordre de forme arbilraire et 



(«) 



^ =5= * («f y) 



une int^grale non tingulih'^ de cette equation. Sur la surface (S) repr^ 
sent^e parT^quation (2), considdrons les deux families de coiirbes qui 

(>} Auteun 4 consulter: AaritRB, Gonsiddratioat g^a^ralet tor let int^gralet des 
£*qaationt aux diff6rentielles partiellet {Journal dt CEcoU Pol^Uchmiqut^ XVit M* 
Aier); BIcKLmiD, Vehtr partieUe di/lertntialgUichuHgtH hChtrtr ordnun^^ dh 
inltrmtdiiire entt integralt huUzen (Jiiaihematutcht Aniuilemj t XI et XIII) ; Xtir 
iheorie dtr chamkUriMiiktn derpnriigilen differemiialgleichuHgtn swtiitr ordmmmg 
{!bid.^U Xlll); E. Gocmat, Sot une dasse d'^uatlont aux diriy^s partielles da 
second ordre et tar la th^orie det intdgralet Intermidiairet {Acta MaihomaihM^ 
U XIX). 






I 
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sont definies par IVquation diffdrentielle 

(3) Rrfy» — Sdxdy + Tcto* = o, 

Od OQ p066 

u..^F c_^F T-^'- 

**="3;' ^=S' '^=j5» 

81 on imagine que, dans T^uation (3), on ait remplac^ jr, p, ^, r, «, I 
par leurt expressions en fonction de a^ y, ddduites de la relation (2), 

* 

on a line Equation differentielle ordinaire entre les variables w et y, du 

premier ordre et du second degr^ en ^* Par tout point de la sur- 

} face (S), il passe done en g^n^ral deux courbes distinctes, satisfaisant k 

I r^quation (3). Soit C une quelconque de ces courbes; le long de C 

Xy y, jr, p, 7, r, «, I sontdesfonclions d'une seule variable ind^pendante 
' qui salisfont aux relations 

\ ( F to, y» ^» p» ^1 r, 9, i) =t o, 

Rrfy« — &ted'y + Td'y* = o, 

(4) { rfjr = pcf» -f- ^rfy, 

tf^ = ^29 -|- Ic/y; 






li 
1 






f. 



k ces cinq relation* on peat en ajouter deux autres indipendantes de 
I'int^grale eonsid^r^ 4 («, y). Posons, pour abrigett 

V<*»/ 5« "*"*'*'*' 2|p "*" »j *• 

•""3a»' P~3tt!»V ^~JarV* V* 

on a, en tout point de la eourbe €« . 




+ R« 4- Sp 4- Tt s o, 
(^ + Rp + ST + 'n=:o, 



irf -I- r -~t ' ir t ' I i ^*''\ i /. i-'i^ - -^ 'I •>' '^ f-tKS^ J7^ *' ""^ ••^'^ - •*>■■>■■>• it wi»»**«'.*« ^- Mt » i» V « » ;^ fc. nr «% » J>>c.- •_' *-a>t<< t- t l i * * •  «" m ^* tt W^l lk > T t ^i i f fc w  1 f" 
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relatious que Ton obtient en diffSrentiant Tequalion (J), par rapport li w 
et k y ; on a aussi, puisqne la courbe C appartient k la surface (S), 

Idr = om/j? + p</y» 
di. = ydx -f" My, 

Suppo8on9, afin de fixer les id^es, que lea deriv^es R et T ne sent 

pas nulles sur la surface integrate ; alors le rapport -p n*est nt nul ni 
infini, et on tire des relations (6) 

^ dr — ojdof 

ds drtfx , /<te\* 

■•' -dy" dy* + • \di) • 

* ~ dy dy* "^ dy' * \dy) '. 

m 

En remplagant p, y, h par ces valeurs dans la premiere des ^ua* 
tions (5), a disparait du resultat en vertu de la formula (3), et U reste 

/dF\ , ^dr . rr /ds drdx\ 
ou, eu rcmplacanl S par — . ' • 



Q + o^+T^"-. 



la dcmi^re des relations (5) devient de m4me 



(D 



.7J+«5+f5=- 



Cela pos6, appclons dUmeni du second wnire tout syst^me de Taleurs 
des variables (x^ y, z^ p, q^ r, t, I) ; on appelle muUiplieiU earaeUrU- 
iiqueon^ plus simplement, carocli^mligiie de T^quation (1) toutsysttaia 
simplement infini d*6Uments du second ordre, satisfaisant aux relalioiis 



4 



, 



rr ->TT'""'-^ - ^-^KAi-^.^— A^>ji. 



, _^ ■: 41^;,^. ^.^aA^Stl 



F-^^-u ,At ifTiiiiiniioirin I r- ii'"^- ^-^^ — — ^^ • — "•• " 
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qui viennent d*6tre ^tabltes, 
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(7) 



L'^qualion 



F {x, y, J', p, y, r, «, = <>t 
Rrfy« — Srfarcfy + T cto« == o, 

dz = p<to + ^rfy, 

dp = rrf» 4* *^i/« 

dq = xc/o? -|- ^^f 

Rrfy» — Sfterfy + Tete* = o 



possMe, en g^n^ral, deux racines distinctes 






i^*^' 



en remplagant saccessivement dy par tn^dx et par nifclx^ on oblient 
deux syst^mes d^^qoations liniairen par rapport aux diffifrentielles des 
variables x^ y, jr, p, g, r, «, I ; de sorte que toute Equation de la forme (i) 
poss^de^ en general, deux syst^mes distincts de caract^ristiquea. 

Les Equations (7) ae r^duisent, en reality, k six Equations distinctes. 
Si, en effet, on multiplie Tavant-dcrnidre Equation par cto, la demi^re 

par dy et qu'on les ajoute, il vieui 

^- . 

Oil, en tenant compte de Tequation (3) et en d^veloppant, 

"^dx +-^dy +^(pfto + q(fy)+r^{rdx + «rfy) + ^—{gdx + idy) 

^Rdr+Sd$ + Tdi = o, 

c*est-i^-dire dF = o. Si on tire une des variables de la relation P = o 
et qu*on porte la valear obtenue dans les suivantes, on a done un sys- 
t^me de six Equations difiCSrentielles, qui se rdduisent k cinq ^uattons 
distinctes, entre sept variables. La solution la plus g^ndrale depend 
d'nne fonction arbitraire; car, si on regarde ro, par exemple, comme la 
variable inddpendante, on pent prendre pour une autre des variables une 
fonction arbitraire de x et les cinq variables restantes sent d^termindet 
en fonction de x par un syst^me de cinq ^uations. 
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78. Lorsqn'une des (Mrivtes R ou T est nolle, les formulcs (7) qui 
d^finisseni les caracMristiqQes doivent dtre modilldes. Par exemple, 
enpposons que T soil nul, et que R soil different de z6ro ; on a un pre- 
mier syst^me de caractiristiques d^fini par les relations (7) oii on aurait 
remplaci la seconde Equation par Rdy — Sda = o. Les Equations dif* 
fSrentielles du second sysUme sent 



{IbiM) 



F = o, c/y = Of dr =: pdof^ dp =z rdeo^ dq =s acto, 



sj+^i+ss"- . ' 







Lorsque R est nul et T different de z6ro, on a de m^me deux systdmes 
de caracteristiques dont les equations se deduisentdes pr^c^dentes en 
permutant a? et y, R et T. Enfin,. si R et T sont nuls simultan^ment, ^ / 

les Equations difTerentiellcs des deux syst^mes de caracteristiques sont 
respectivement 

i F = o, dx = o, dz = qdy, dp = *rfy, dq = 6iy, 

IF == o, cfy =: o, dz :=z pdx^ dp = rcfo, dq = sdm^ 

Remarque. — Les deux syst^mcs de caracteristiques sont oonfondus 
si Tequalion (3) a ses racines 6gaIo8, c*cst-k-dire si Ton a 

(8) S* — 4RT = o; 

la relation (8) peut itre une consequence de Tequation P =: o elle* 
meme, dc sorie que sur (oute surface integrale il n*y aura qu*une carae* 
teristique issue de chaque point. II est facile de caracteriser les equa« 
tions du second ordre qui jouissent de cette propriety ; considironSt 
comme au n* 22, «, y^ z^ p, q comma des constantes, r, «, I eomme let 
coordonn^es cart^siennes d'un point, Tdquation (1) represente une cer* 
taine surface (S). L*equation (8), qui est une equation aux ddrivees par* 
tielles du premier ordre, exprime que la surface (S) est une surface 
developpable dont le plan tangent reste constamment parall^le k un plan 
tangent au cdne (T) represente par Tequation 

«• — rl =: o. 
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79. Appliquons ces generalit^s aux Equations de Monge et d* Ampere 
(9) F = Hr + 2K^ + U + M + N {ri'-s^) « o, 

et supposons, pour nous borner au cas gdn^ral, que N ne aoit pas nul. 
Les premieres ^uations (7) soul ici 



{H + NO rfy' — 2 (K — N*) rfarr/y + (L + Nr) rfa;« == o. 
(10) { (U = pcto 4" ^^Vt 

dp .= lYto -f" sdy, 
dq = tdw 4- ^y ; 



la seconde peut s'terire 

Hrfy* — iKdxdy + Lcto* -|- Ncto (rcte + jrfy) + Nrfy («cte + <rfy) = o, 

ou encore 

(1 i) H</y> — 2Kdbc/y -f- Ldx^ + N (cTpcia; + dqdy) = o. 

De m^me, siou tire r et / des deux derni^res relations (10) et qu*on porte 
leurs expressions dans I'dquation F = o, il vient, en tenant compte de 
la formule (11), 

(12) Hdpdt^ + Ldqdx + ^Hdxdy 4* '^dpdq = o ; 

de sorte que le systdme (10) est Univalent au systdme fornix des cinq 
Equations suivantes : 

Hdpdy 4* i^dx -(- Mdxdy -j* ^dpdq =s o, 
IWy* — iKdxdjf 4- Ldx^ + N (dpdx + dqdy) = o, 
(13) { cfr = pdx 4* Q^y^ 
dp = rdx 4- ^dy^ 
dq = Mdx 4- Uty. 

En effet, si on remplace dp et d; par rdx 4- ^d^ et rdx 4- 'dy dans les 

^nations (11) et (12), la formule (11) devient identique k la seconde 

rfv" 
des formules (10) et, en ^liminant ^ entre les relations (11) et (IS), on 

reirouve prdcis^ment T^nation P = o. 

Les trois premieres des ^nations (13) ne renferment que les variables 
ff, y, JT, p, q et leurs diiKrentielles ; nous appellcrons earacUrUtique du 
premier ordre de Tiquation (9) toute suite simplement intinie d'dMments 






( 
( 



(15) j Xrfg + \^dx 4- Ildy =: o» 

( ds — pd^ — qd^ =3 o; 

(*} Lc calcul peut te fairc de la fa^on suivante. Potoni : 

Fj = Hc/y« — 2Kdxdy + Ldj^ + X [dpdx + dqd^) rr o, 
P, = \\dpd}f + \Mqdx -f y\dxdy + NV/kl^ =s o; 
on a : 

XF, + VF, = (Xd> + Lrfjt + Wy) {Sdq + ll<ly + Xrfx) 
— {V« +S10L+ IIL — MX) iljNiy s= o. 

Si on prcnd successiTcment pour X let deux racuies X| et >t de T^uatlon : 



' r 
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du premier ordro (a\ y, ^y p« 9)1 v^rtfiant les trois premieres ^ua* I 

lions (13). II est ais6 de 8*assurer que ces caract^ristiques da premier \ j 

ordre son! identiques aux multiplicil^s caract^ristiques ^tadites au 
chapitre 11 (')• On voit done que toute multipliciii caractdristique du 
second ordre d*une Equation de la forme (9) renferme une roultiplicild 
caracleristique du premier ordre^ et, en conservant les notations du 



'I 
:! 



r 



n* 23| les Equations diffdrenliellcs des deux syst^mes de caract^ristiques [{ 

du second ordre sont respectivement 






lidp + Lcto -f- \dif = 0, I 

Nc/y -f X^dx 4. Hrfy = 0, ' [ 

dz — pdv — qdy =0, 
dp — rdx — sd^ =0, 
(^*) ' { dq — sdx — tdy = 0, 



!■; 

le second systdme se d^duisant du premier en permutant \ et X^. Inver* 1 

scment, toute caracteristique du premier ordre appartient^ en g4t\ir€d^ a 
xme infinite de caractdristiques du second ordre^ dependant d^une cons^ 
tanle arbitraire. Soient^ en eflct, a?, y, x^ p, q cinq fonctions d'uno 
variable ind^pendanle a satisfaisant aux relations 



I 



on ett conduit aux deux Equations : 

(Sdp -4. Ldx + Xidy) {Sdq + IMy -|- Xfifjp) so. 

(Nc(p '\'hdx + y^dy) (Nilf > lldy -f X, <lr) sn o, ~ | 

qui to d6coniposent chacune en deux autret. Ea atsoelant conTenablement les 
faetcurs obtcnus, tfn retrouve les ^uationa da n* 2X 

»TtoaATI09l MBS tQOATKUIS, It 
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 ^ ■■l*' 



nail Tt«> 
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pour avoir une caract^ristique du second ordre, il faut ensuite deter- 
miner r, «, t au moyen des quatre Equations restantes 

dp — rdw — «rfy = o, * 

dq — sdx — tdy r= o, 

('<" 1 •••.=(£)+«s+t|=«. 

qui se riduisent a trois relations distinctes. En elTet, les cinq premi6res 
equations (14) entratnent la relation F = o, et on a vu plus haut qu'on 
avaitt en tenant compte des valeurs de dz^ dp, dq^ 

d? = ¥^dx + F,c/y. 

Done, si on tire deux des variables r, «, t des relations : 

dp — rdx — sdy = o, 
dq — sdx — tdy = o» 

ct qu*on porte ces valeurs dans les deux Equations F| = o, Fs = o, 
celles-ci se r^dutront 5 une seule. On a, par exemple^ en tirant r et / en 
fonctton de «, 

tC^p — drdx — dsdy — rd!^x — sd^y = o, 

/ — <^P — ^^ — ^^y — dsdy ^ 
~ dm ' 

si on remplace r, I et dr par leurs valeurs dans la relation P| = o, on 
est conduit k une Equation diffdrenlielle du premier ordre pour deter- 
miner j, et le coefficient do ds dans eette Equation est 

J '; 06 coefRctent no pcut dtre nul, k moins que Ton n*ait S* — 4RT = o, cas 

que nous tearlcrons tout d*abord, car telle est la condition pour que les 
deux Equations 



1 1 



\ , 



/ 



»- 



•I 



Rrfy» — Sdxdy + Idcfi = o, 
Rrfy« — T<to«=o 



■r 

I 

i 

 » 
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tffl -• «//#/ flq — sdjo 

L*^quatton (17) admel une infinite do solutions dependant d*une eons- 
tante arbitraire, ce qui d^roontro le thtor^me £nonc^ plus haut. On sail 
que rint^grale de liquation (17) est d^terminte, si on connait sa valeur 
pour une valour particulidre do a ; par suite, st les valours do r, «, I sont 
connues on un point do la caracti^ristique du premier ordre* elles sont 
determin^es par Ik mdme tout le long de cette caract^ristique. Par con- 
sequent, si deux surfaces inUgii^ales admeltent tout les ^dments d^une 
caractMsUque du premier ordre et si elles ont tin contact du second 
ordre en un point de cette caracldristique^ elles ont un contact du second 
ordre tout le long de la caract4ristique. 

80. Les ^nonc^s prdc^denls supposent que S* — 4RT est diff<6rent 
de z^ro. Des circonstanccs tout k fait difTerentes so pr^sentont lorsque 
cette quantity est nulle ; en eOet, dans Tdquation qui doit determiner s^ 
le coefficient de ds est nul et on a trois Equations pour determiner r, #, I, 
no renfermant plus les diflerentielles. Prcnons, par exemple, requaiion 
aux deriv6es partielles des surfaces developpables 

«• — rl = o ; 

les equations diOerentielles d*uno caracteristique du second ordre sont 

ici 

dp = o, dq=z o, dz — pcto — qdy ^=^ o, 

rdx -f- sdy = o, sdx + tdy = o, 

^dr , ds * <*• I * ^ 

On tire des equations de la sccondo Itgne 

dm 

. sd^m + td^M + d»dt» 

dy 



soient compatibles, lorsque R et T sont difTerents de zero. Par consequenti 

si on imagine oo^ y, z^ p, q exprimes en fonction de la variable indepen- \ 

<lantp a, 9 est determine par une equation du premier ordre \ 

on aura ensuite r et I 
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I 



et, en portani dans les Equations de la dernidre ligne, il reste 

m 

en comparant ces relations aux pr^cedentes, on voit que Ton doit avoir 



k moins que Ton ait 



r = « = /= o; 

iPff _ €paf 
dy dx 



c*est-k-dire k moins que la caracteristique du premier ordro consid^rie 
ne se compose d'une ligne droite. Dans ce cas, Ics quatre derni^res 
Equations de la caracteristique du second ordre se r^duisent k deux 

rdso •{- zdy = o, sdx -f- ^y = o ; 

on peut prendre pour unedestrois deriv^es }*,«,<une fonction arbitraire, 
et les deux autres sont dt^termin^es par la m^me. On voit done qu*une 
caracteristique du premier ordre est contenue dans une scule caracte- 
ristique du second ordre, ou bien ello est contenue dans une infinite de 
caracteristiques du second ordre, dependant d*une fonction arbiiraure. 
Prenons encore Tequation 

r — y = o; 

les equations differentielles des caracteristiques du second ordro sont 

dy = o, dp — qdx == o, dz — pdx = o, 

dp — rdm = o, dq — sdx = o, 



-' + ito = ^' 






si on connatt des valeurs de x^ y, z^ p, q satisfaisant aux trois premidres 
relations, les dernieres font connattre sans anibiguite r, «, L Done une 
caracteristique du premier ordre appartient k une seule caracteristique 
du second ordre. 

Les deux exeniples, que nous venons de trailer, montrent bien la iteces* 
site d'etudier a part les equations aux derivees particlles, pour lesquelles 
les deux syst^mes de caracteristiques sont confondut. 

Rbmarqub. — Les equations de Monge et d* Ampere ne sont pas les 
seules qui admettent des caracteristiques du premier ordre. Cette pro- 
priete appartient aussi k d*autres equations que nous definirons plus 
loin. . . 
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81* On pent anssi consid^rer des d^riv^es d*un onlre queleonque, et 
la suite de9 valeurs qa*ellcs prennent le long d'unecaraeU§rtstiqu6. Pre* 
none, par cxemple, los d^riv^es da troisidme ordre 






PlS = 






Pw = 






nous appellerons H4ment du iroUibme ordre tout systdme de valeurs pour 

^« 2^1 ^f Pi ^« **! ') ^ PsotPshPisiPM- Plus g^n^ralement, dteignons par 
Pik la d6rivde 

nous appdllerons iUmeni cTordre n tout syst^me de valeurs 

(^1 yi «'t P» ^t '% *f '» P»#i — Pm» P«-im ••• Pm) 

attributes kcs.y^j et aux ddri v^es partielles de z^ par rapport ktceihy^ 
jusqu*^ Tordre n inclusivement. Quandonsed^placelelongd*unecarac* 
tcristique, la suite simplcmcnt infinie d'cl^ments d*ordre n est une 
caracUristiqtie de Fordre n. On ^tablit les Equations difCirentielles d^une 
caract^ristiquc d*ordre n, comme on a ^tabli les Equations d*une carao 
teristique du second ordre. Bornons-nous, pour plus de simplicity, aux 
caracteristiques du troisidme ordre. Nous emploierons, pour abr^ger, la 

notation suivante ; appelons ^3 la deriv^e seconde de P par rapport k 

a?, cetle d^rivee ^tant prise en regardant z comme une fonction de a et de y , 
et p, q^ r, 9, i^ comme ses deriv^es partielles du premier et du second 
ordre, et posons 



(£^) *^* (^) "y*"' ***'• ?»p'"^«*i' 



ions analogues, on a les trois 



relations 



(18) 



i (0) + Rpu + sp« + Tft. = o. 
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d'ailleurs, on a anssi 
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rfpn = />•««'» + ft* '^y* 
<(pm = Pw *"' + p«4 <'y*t 

si on tire de ces relations p,„ p«, p„ et qu'on Ics porte dans les iqua- 
lions (18), elles deviennent, en tenant complo de la relation (3), 

/f^X 4. R ^ 4. T #=* = 0, = o. 



(19) 






\rfac/y^ 






o. 



On obtieat les Equations differenlielles d'une caraclcrislique du troi- 
steme ordre, en ajoutant aux equations (7) les relations (19) el (20), 



(») 



dr^rip^dX'^p^^dy, 
d$ =Piidaf+p^^dy, 
dl = p,, cte + p^, rfy. 



Les six equations que Ton ajoute ainsi aux Equations (7) se rMuisent, 
en realii^^ a qualre Equations distinctes, de sorte que Ton n*a en tout 
que dix i^qualions entre les douze variables x^ y, j, p, 9, r, «, I, 
Pwi J>»it Pitt P«j- En effet, si, dans les deux derni6rcs Equations (7), on 
remplace rfr, rf», dt par les valeurs (20), elles deviennent (c'est le m^me 
calcul qui a 6td fait plus haul (n* 77) 

Fi = (£) + RPm + Sp« + Tp,, = o, 

F,=(^ + Rp,, + Sii„ + Tp^=o; 

'• , . ' * 

d*autre part, si nous muUiplions la premiere Equation (19) par dx^ la 
geoonde par dgy il vient 



et on a, de mime. 






efP, s U| <fa» 4- U, <ly. 



<ftf, = U, <fo + U, cty; 



4 •' 
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Par consequent, les dquations (7), jointcsaux Equations (20),eutniincni 
lessoivantes 

U| dji + U, rfy = o, U, di» -f- U^ dy = o» 

ce qui montre que deux des relations 

U| = o Uj = o, U, = o 

sent une consequence de la troisieme. 

D'une mani6re gen^rale, on obtienl les Equations difKrentielles d*une 
caracleristiquederordre n, enajoutant aux Equations differentielles d'une 
caracterisUque d*ordre n — 1 les 2n Equations suivantes 



(41) 



\da^-*dy) ^^ da ^ * 



*^^— «• « 



rfy 



= o. 



(«) 



• •'• • •••••• • 

*(p»» «-i == Pn *-• ^'•^ + Ptm ^y; 



on demonlre, comme plus haut, que ces 2n equations se reduiseni en 
rcalite & (n -|- i) equations distinctcs, en tenant compte des precedentes, 
de sorte que le nombre des equations diflercnlielles d'unecaracteristique 
d*ordro n est toujours infericur de deiLx unites au nombre des variables 
qui y figureni. 

En reprenant les raisonnements du n* 79, on demontre de la mime 
fagon les theor^mes ci-dessous qui sont une generalisation des prteA* 
dents; 

Si S^ — 4RT n^est pas nul : 1* une caracidrUiique dordre n wi ren* 
femUe dam une infiniti de caracUrUiiquei dordre n + l« dipendanl 
dune eonsianle arbitraire ; 2* wie caracUrUlique doi^re n eel renfermdet 
done une infiniti de caracUrittiqaei dordre n -{- r^ ddpendani de r eane^ 
taniet arbitrairee; 3* ei deux tur facet iuUgralee onl en eommun torn tee 
Mmenis dune caraeUrietique du eecond ordre^ ei $i eliee oni un conU^ 
do}^e n en un point de eelte caracUriaiique^ eliee onl unco^Uad dordre n 
lotti le long de la earaeidrieiiqua. . 
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Lorsque S' — 4RT = o, les conclusions sont toutes dilKrentes. Sans 
entrer ici dans rcxamcn d6laill6 de ce cas, je me bornerai k faire 
remarqucr qu*en giniral une caract^ristique d'ordre n est alors con , 
tenue dans une seule caract^ristiqne d*ordre n -|- i* 

82* Nous avons maintenant k nous occuper d*nne question impor* 
tante. £tant donn^e une caracteristique du second ordre, pour laquelle 
S' — 4RT n*est pas nul (cas auqucl nous nous bornerons desormais), 
existe-t-il des surfaces intdgralcs, admettant tous les 6I^ments de cette 
caracteristique? Nous avons lalssd do cAt<S Fexamen de ce probldme au n* 16; 
si Ton veut appliquer la mdme mcthode qui a et^ suivie k cc paragraphe, 
on a, pour determiner les valeurs des d6riv£es successives en un point 
do la caracteristique, une suite de sysldmes d*cquations lineaires, qui 
sont ou incompatibles ou inddtermines. 11 risulte de T^tude que nous 
venohs de faire qu't7 y a ioujoun inddterminaiion ; en eflet, la suite des 
relations qui existent entre les valeurs des dcrivdes successives en un 
point de la caracteristique est identique,en rdalite, k la suite formee par 
les equations differentielles des caracteristiques successives. 11 suffit, en 
effetf de reflechir un moment k la fa^on dont on a forme ces equations 
diiferentielles, pour reconnaitre que chacun des deux systemes d*equa* 
tions entratne Tautre. Or, nous venous de voir que, dans les equations 
4e8 caracteristiques, on pent prendre arbitrairement la valeur d'une 
derivee de chaque ordre en un point. On pent done former une infinite 
•de series entieres, dependant d*une infinite de constantes arbitraires, qui 
.BSLtistoni formeliemenl k Tequation proposee. II rcste k demontrer que 
Ton pent toujours choisir ces constantes arbitraires, de fagon k obtenir 
•une serie convergente. 

Nous nous appuierons pour cela sur le theor^me suivant que Ton va 
d'abord eublirn :^o>l 



(») 



» == F (.», y, j^, p, y, r, I) 



'A 



\ -■. 



une iquation du tecond ordre ou le second membre est hohmorphe done 
Je voismage des valeurs x^, y^, jr^, p^ , q^^ r^, t^^ des variablee 
-^f ^f ^9 Pf ?« ^% ^! 9oient ^ [x) ei ^ {y) deux fbncHons holomorphes dans 
le domaine des points x^ el y^, respcctivemenl, ei telles que Ton ail 

(1) J*ai inonee ce thtorftme et indiqu6 lupidement la d^monttratlon dans une aols 
prHent^e k rAead^mie des Seiencei {Cempits rendus^ t GXX, !** avril 1895, p. lit)* 
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<9t\ 6n oufr^y fe« cfeuo? Mriviet partielkt -^i -r- «onl nu//et pour eet 

vafeurt iniliala^ Tiqxialion (23) ae/mel une inUgrale holomarphe dam 
le voisinage du point {x^^ y^), se rdduUant A ^ {x) pour y zsy^ei A^ (y) 
pour X =s x^. 
On ne diminue pas la g6n4raIiU du thfor^me en suppoaant 

car il suflit de remplacer x^ y, jr, par o^^ -f* x\ y^ -f< y^, 

-«^ + ?(«• + ») + * (ya +jO - *• 

respectivement pour £tre ramen6 h ce caa. L'^uation (23) eat alora 
de la forme 

s = a + bx-^ cy'\'d:i + ep+fq+ .•. 

les termes non ecrita dtant d*un degrd aup^rieur au premier ; on pent 
aussi supposer que.lc terme a est nul, car, si on pose jt zs axy •{- jr', 
ce terme disparait. On pent done ^crire T^quation (23) 



(24) 



9=:bx-\' cy -{- dz -{• ep-^-fq^ •.., 



les termes non Merits ^tant au moins du second degr6en x^ y, jr, p, f , r, I. 
Si celle Equation admet une inl^grale holomorphe se rdduisaut It z^ro 
pour X = o et pour y = o, on pourra calculer les coefficients da 
proche en proche par les seulcs operations d*addition et de multipli* 
cation. En effet, tous les termes qui contiennent a; seul ouy aeul aoni 
nuls par hypothtoe. 



jr^=o. 



eton.a aussi (r-T-i = o. 

Nousconnaissons d6jlideuxdesd£riT£estroisidme8 (c-^j ©* Tr-^ j J 

en difKrentiant les deux membres de V^quation (24) par rapport li « at 
A y successivement, on en dMnira : . • 
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puis, on calculera les d^riv^es quatridmcs : 



Wh,\' 



Vx»tv),' 






et ainsi de suite. On n'a jamais dans le second menibre que les valeurs 
des d^riv^es d^jlt connuesi car les coefficients des derivdes du m^mo 

ordre que celles que Ton veut calculer sont >" ^^ ^' coefficients qui 

sont nuls pour les valeurs initiales. 

Pour d^montrer la convergence du d^veloppement ainsi obtenu, on 
pent done employer la m^thode des fonctions majorantes. Supposons 
que la sdrie du second membre de Tequation (24) soit convergente 
tant que le module de chacune des variables a?, y, ^, p, q ne depasse 
pas p et que le module de r et de I ne depasse pas K, et soit M une 
limite superieure du module de F («, y, z, j», {, r, i) dans ce domaine. 
La fonction 



Y(^,y,^,Pt^,f,0 = 






est majorante relativement k la fonction F (a?, y, jf , p, q^ r, <), car los 
coeflicients do r et de ^ et le terme constant, sont nuls dans les deux 
series. Si done on cherche k determiner une int^grale de Tdqualion 
auxiliaire 



(45) 



« = V {x, y, z, p, 7, r, i) 



qui soit nuUe pour « = o et puur y = o, les coefficients de la serie 
obtenue seront tons positifs et plus grands que les modules des coeili- 
cients correspondants de la premiere s^rie obtenue, en partantdeTiqua* 
iioii(S4). 

La convergence de ce nouveau ddveloppement sera dtablie, si on 
montre que F^quation (25) admet une integrale holomorphe dans le 
domaine de Torigine, reprteentee par un d^veloppement eh sdrie dont 
tons les coefficients sont r^ls et positifs. Carles coefficients de cetroi* 
si^me ddveloppement seront ndcessairement sup^rieurs aux coefficients 
correspondants du second, puisque les coefficients des termes en w^ 
et en y* sont supposte positifs, et que les autres se ddduisentdacenx* 
Ik par voie d*addition et de multiplication. Finalement, tout se rMnii 
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admet pour inUgrale une sorie enliire converji^iite, dont tous les coef- 
ficients sonl rdels et posiUfs. Cherchons, pour cela, & satisfaire k cede 
equation, en prenant pour x une fonction de « -|- y =" * cetlo^uation 
devient 






MR 



(--'^^)("-1 



-*^(H+»B) 






qui peut encore s'^rire: 



l26j 



^'J 






M 



«+'+*f! 



-M, 



1 — 



en posant 



^ ~ R + R» 



Si on devcloppe le second membre en serie, on a une sdrie entitoe, 
dont tous les coefficients sont positifs; soil 



^(''"•S^) = "* + *"+* 5^ + 



•%• 



cc developpeinent. L'dqualion (26) adiiiel une int^grale holomorphe 
dans le domaine de Torigine, se r^duisanl k z^ro, ainsi qne sea deux 
premieres derivdes, pour u = o. Les cocflicients suivants ae calculent 
dc proche en proclie ; on a, par exemple 

■r-j == 2A =--5 r-, + a + a r- + ••• 
. . . Ott* Jtt' cur " cz 

• - ' . 

r-|j est positif. On a ensuite 

ST* - *^ V>S5J + *^ 57' 5? + ji» + • 
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ol, parcoDS^quent, (^Ti) ^s^ encore positif; en continuant ainsi, on 

voit que tous lea coefficients successifs de ce d<§veIoppement sant post- 
tifs, et de lit rteulte Texactitude du thdordme ^nonc£ plus haut (p. 184). 

83. Pour appliquer ce theordme k la thdorie des caract^rist-ques, nous 
supposerons qu*on a effectue, comme au n* 17, une transformation 
ponctueUe de telle fa^on que la multiplicity ponctuelle & une dimension 
qui est contenue dans cette caracliristique se r^duiso k Taxe des x. 
Les Equations finies de la caraqt^ristique consid^rce sont alors de la 
forme 

y = o, J' = o, p = o, q:=^f[x\ r=ro, * = ^(a?), «=:^(a?); 

si on fait le changement do variable 

les Equations finies de la caracteristique deviennent 

(27) y = o, jr = o, p = o, 5r = o, rrro, «=o, < = p; 
c*esi sous cette forme simple que nous aliens les conserver. Soit - 

r^quation auxd^riv^espartiellescorrespondante, dont nous supposons 
le premier membre holomorphe dans le voisinage des valeurs 

0? = ^ :zr jr ... = < = o; 



v.-''' 

9 • 



\ 






r^quation difliSrentielle des caract^ristiques 

Rrfy* — 2^dxdy + Tcte* = o 

doit admettre la solution c/y = o pour Torigine, et« par consequent, T 
doit dtre nul pour ces valeurs des variables. Comme, d*aulre part, nous 
n^jtudipns que le cas oi\ S* — 4KT n*est pas nul, il s'ensuit que S n^est 
pas nul pour ces valeurs, et on pent rfeoudre T^quation aux d^rivdes 
partielles par rapport k s. On peut done prendre cette Equation sous la 
forma 

* = tf« + *y + cjr 4- rfp + ef 4- A* + ••• 
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les tonnes non Merits ^tant d'undegnJ supdrieur au premier ; il ii*y a pas 
de terme da premier degi i en f , puisque la d^riv^e T doit Aire nulle 
pour Torigine. Une dcrni6rc transformation simple, qui consiste k rem* 
placer » par x -|- /*y, ce qui ne change pas les Equations de la caract^- 
ristique, permet de faire disparattre le coefficient /; et finalement nous 
avons k considirer une Equation de la forme 

(28) f =  la?, y, z, p, q, r, i) = ax -{^bjf + es + dp + eq + ... 

oil les termes non dcrits sent do degn^ sup^rteur au premier, eta laquelle 
on peut appliqucr le thdor^me d^montri au paragraphe precedent. 
Exprimons d'abord que les Equations (27) reprdsentent une caract^ris- 
tique;les Equations des caracterisliques sc rMuisent ici (n*78) auxsui* 
vantes 



f — 4» = o, 






:^x 



z=z O, 



Jy 



On Yoil done que la s^rie enti^re ^ (a?, y, z, p, g, r, i) doit contenir 
en factcur dans chacun de ses termes une des variables ifj^iP^q%r^t^ 

et il doit en ^tre de meme de r— et de -rr* c*est-&-dire qu*il ne peut y 

avoir dans le second membre de Tequation (28) aucun terme en a?", ni 
en yjT", ni en /a;'*. Ces conditions sont d'ailleurs suflisantes pour que ' 
les formulcs (27) definissent une caractcristique de Tequation (28). 

Cela pos6, soit 4^ [y] une fonction liolomorplie olans le voisinage de 
Torigine, nulle, ainsi que ses deux premieres derivees, pour y r= o. 
D*apr6s le tlidor^me ddmontr^ plus haut, il existe une integrate de 
Tcquation proposce, holomorphe dans le domaine deTorigine, se ridui* 
sant a zero pour y = o, elk^ (y) pour a? = o. Nous aliens montrer que 
le devcloppement de cette integrate en s^rie entidre ne contient 
aucun terme du premier degrd ni du second degrd en y , quels que soient 
les coeflicients de la fonction ^ (y). Employons de nouveaula notation 






= Pik\ 



r^quation (28) peut s'^crire : 

Pii =  (^»yt *i Pi«i P#n Ptft Pet)f 
et on a, en dilT<irentiant par rapport k y et rempla^ant P| | par sa valeor : 



I 






kt 
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d*apr^s Ics conditions initialos ei les conditions auxquellcs satisfait la 
fonction^yOn voit que /),| et p^ sonl nuls k I'originc. Nous aliens moii* 
trer quo, si touies les d6rivees p/,, p/^, oh Tindice i est infiricur ou 
egal h n, sont nuUes k Torigine, il en est de mdme des derivees suivantes 
Pm+pi otp«^ |,,. En eOetftous les tcrmes du ddveloppement depn con- 
tiennenten factcur uue des variables y, jr, p,,, Poi^Ptot Pos» ^V^^ avoir 
dilTerentie n fois par rapport ho?, chaque terme durisultat sera divisible, 
par une des variables prdc^dentes ou par une d^riv^e de la forme pt^ 
ou de la forme 

rindice t* ne d^passant pas n ; par suite pji^i, , seranul aussi. De mdmOi 
dans p, I, si Ton fait abstraction des termes 

tons les autres termes contiennent en facteur une des variables y, t, 
Pi •« Pio* Poi ®^t aprds avoir dilTerenli^ n fois par rapport li x^ tons Ics 
resultats partiels seront nuls, pour la m^me raison que tout It Theure. 
Les seuls termes qui demandent un examen particulier proviennent de 

quand on diit§rentie n fois par rapport & « le produit 

(OU8 les termes contiennent en facteur une des d^riv^es 

4 

Pl,| Pl,0-- P« + I.M P« + J»f 

et le coefficient de p«+3.| est r— * Les ddrivtes P|.|... pj,,| soni nulles 
par hypotli6se pour Torigine, nous venous de voir que pn^ |,| Test aussi, 
ct le coelBcient rr"" 1*^^ ^galemenl. 

Enfin, la d^rivte r — satisfait aux m^mes conditions que la fonction 
«fr elle-m^me, c^est-l^diro que chacun de ces termes contienl en facteur 
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84. Lethdor^me du n*82 peutdlro presents soas line forme plus g^n6- 
rale. Sotent C, C deux courbcs quelconqucs, ayant un point commun O, 
sans 6lre tangentesen ce point, qui est suppose un point ordinaire pour 
chacune d^elles. Proposons-nous de rechcrcher s*il existe une surfaco 
inlegrale d*une Equation du second ordre 

(i9) F (a?, y, -y, p, q, r, s, I) = o, 

qui passe par les deux courbes C et C ei qui soit representee par ua 
d^veloppement en s^rie enti^re dans le voisinage du point O. Si eette sur* 
face existe, le plan determine par les tangentes aux deux eourbes est 
necessairement le plan tangent; ce qui fait connattre les valeursdes 
derivees p et 9 an point O. Pour avoir r, <, I, representons par les 
lettres d eii les diiferentiellcs relatives aux deux eourbes C, C res* 
pectivement ; ces eourbes devant etre situees sur la surface cherohe6« 



Tii£oRiE g£n£rale DBS caraciIristiques 191 

une des variables y, jr, j»,^, p^,, p,^, p^, ; on pcul done repeter pour le 
produit r — pg, le raisonnement qui a ete fait pour la fonction 4, 

Les derivees p, , et p, .^ etant nulles k Torigine, on demontrera de cetle 
fagon, de proche en proche, qu*il en est de meme de toutes les derivees 
successives pj|,| et p^,,, L*integrale salisfaisant aux conditions initiales I 

donnees ne renferme done aucun termo du premier dcgre ni du second 
degre en y, et, par suite, les derivees p, f, r, t, I sont toutes nulles 
pour y so. 

Nous pouvons, par consequent, enoncer le theoreme suivant: Tous /cj 
dlimentt cTune cavacUrislique du second ordre ijpour iaquelle S' — 4HT 
nest pa* nui) appariiennenl d une inftniti desurfaeejf inUgraUs^ {Upen* 
dani dCune infiniU de conalantes arbih^u^ee. Ces constantes arbitraircs 
sont prccisement les coefficients de la serie entiere ^ (y), qui sont assu« 
jettis a la seulc condition de rendre cetle serio convergeute. On pout 
toujours prendre arbitrairement les n — 2 premiers {n etant aussi grand 
qu*on le vcut), et clioisir ensuile les autres d'une infinite de manieresde 
fagon que lasdrie soit convergente. Or, les valeursdes n premieres deri« 
vees parUelles k I'origine ne dependent que des n — 2 premiers coefficients 
de ^ (y). Par suite, etant donneo une surface integrate qui renferme f j 

tous les elements d'une caracteristique du second ordre, on pent en trou* 
ver une infinite d*aulrcs, dependant d*une infinite de constantes arbi« 
traires, qui ont un contact d*ordre n avec la premiere tout le long de 
eette caracteristique. 
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on a les deux relations 
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qui, jointes &r^quation(29),deiermincntr, «, ^ On connatt done, par lit 
m£me« Tel^ment du second ordre de la surface cherchte au point O et, 
par consequent, les directions des tangenles aux deux caract^ristiques 
de cette surface qui sent issues du point ; ces directions sont donn^es 
par r^quation du second degr^. 

Rrfy « — Scterfy + Tcte« = o. 

Nous aliens nous borner au cas ott ces deux tangentes coincident avec 
les tangentes aux deux courbes doun^es C et C ; ce cas ramdne k celui 
qui a^le traits plus haut. Imaginons, en effet, que nousayons prispour 
axes des x etdes y les tangentes aux deux courbes C,C respectivement; 
les equations de ces courbes seront de la forme 



^|y — /(a?)=:o, 



U-^i (y) = o; 



A/i« ?« ?4 ddsignant des series qui commencent par des termes du 
second degri au moins 



/i (y) = «iy* + Piy* + 



Faisons la transformation 



' 



a/ = a ~ /; (y) = a? — €t|y« — p^y>.,. 
y' = y — /"(oj) = y — flu»* — pflc*.,. 

on tire de ces formules pour w eiy des fonclions holomorplies de ai' et 
de y'. L^^quation (29) est remplac^e par une equation de m4me forme, et 
les courbes C et C sont remplactes par deux courbes planes situtes 
pectivement dans le plan des wz et des ys. Soient 






d/ = 0, 



les ^uationi de ces deux ndmreUes couriMS, et 
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la nouvclle Equation du second ordre; comme une transformation pone* 
tuelle ne change pas I'^quation dilf^rentielle des caract^ristiques, on 
doit avoir pour la nouvelle Equation 






k Torigine des coordonndes; par cons^uent, cr ne pent 6tre nul, et, 
en r^solvant la nouvelle Equation par rapport k i'j elle est de la forme 
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Nous sommes done ramen^s au cas qui a (5te trait6 au n* 82, et nous 
pouvons ^noncer ce thdor6me : Lorsque let detix eourbes C ei C sont 
tangentet respeciivemeni aux deux caracldristiqites issues du poini com* . ' ^ 

mun^ it existe une surface mtigrale et une seule passant par ces deux '\ 

eourbes et representee par un d^vehppement en sirie entihre dans U 1 [ 

voisinage du poini O. . ^ 

Si Tune des eourbes C apparlient k une caract^ristique du second 
ordre ayant Telement du second ordre d^termind par les deux eourbes 
C, (!' au point O, cette courbe C est une caractdristique de la surface 
int^grale qui passe par les deux eourbes. Cette proposition est iden- 
tique, au fond, k celle qui a ^t^ dnoncee plus liaut (n* 83), k laquelte \\ 

elle se ramene par les mdmes transformations. 

Enfin, si les deux eourbes C, C appartiennent k deux caract^ris- 
tiques du second ordre, ayant un Element commun du second ordre au 
point O, ces deux eourbes sont des caracl^ristiques de la surface int6^ 
grale qu*elles determinent. Done deux caract4ristiques du second ordre^ 
appartenani a deux sj/stimes diffirents et ayant un dlimeni cotnmun du 
second ordre^ determinent une surface intigrale et une seule. 



\ ; 



85. En appliquant ces th^oremes aux Equations de Monga ei d* Am- 
pere, pour lesquelles les deux systdmes de caract^ristiques sont dis* 
tinctSi on arrive a des dnonc^s plus particuliers. Toute caract^ristiqua 
du premier ordre appartient k une infinite de caract^ristiques da 
second ordre, dependant d*une constante arbitraire (n* 79); par suiie, . ( 

tous les 6Uments d^une caracteristique du premier ordre appariienneni 
A une infiniti de surfaces integrates^ dependant d*une infinite, de eons* 
tantes arbitraires, Mais on pent choisir arbitrairement la valeur d^una 
d^rivee partielle du second ordre en un point de cette caract^ristiquet de 
sorte que Tindetermination se manifesto d6s le second 'ordre, taiidis 
ixT<oiuTio!i rat tQVxrmn* tt 
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qa*elle ne commence qu*aux derivees du troisi^me ordre pour nne 
^uation do la forme la plus g^n^rale, 

Consid^rons deux caracUrisliques du premier ordre', appartenani k 
deux syst^mes diflorenls et ayaat un^l^ment commun {x, y, jr, p, q)] 
soienl 

tds — pdx — qdy = o, / Sjt — phx — q%y = o» 

Nrfp + Ldi»-i-X|rfy = o, (B) j mp + Lto + A,8y = o, 
Nrfg + y^dx + Ilrfy = o; \ NB^ + h^ + H8y = o, 

lea Equations diiKrenlielles de ces deux syst^mes de caraclerisiiques. 
L*^l£ment du premier ordre commun est compris dans ua clement 
du second ordre {x^ y, z^ p, 9, r, s, <), od r« t, I satisfonl aux cinq 
Equations 

F=o, dp=zrdx+9dy, dq=sdx+idi/, Zp^^rlx+sly^ Zq=t^x+iZy. 

Ces relations so reduisent k trois Equations distinctes, car les ^ua- 
tions {K)j jointes aux relations 

dp = rdx -4- ^dy^ dq = 9dx -f- tdy^ 

entratnent la relation F = o (n* 24), et celte relation est aussi une 
cons^uence des equations (B) et des relations 

ip =r rix 4- '^yt ^q = '^ + <^y* 

Done ces deux caraclerisiiques du premier ordre appartiennent res- 
pectivement k deux caractdristiques du second ordre, ayant un element 
commun du second ordre. En rapprochant cette remarque d*une des 
propositions prdcedentos, on en conclut que deux coracUrislique$ du 
premier ordre apparlenani a des sysUmei diffivenU^ ei ayani un ili^ 
meni commun du premier ordre^ dilermineni une turface iniigrale ei 
une eeule. 



86« Les equations de Monge et d'Amp6re jouissent, comme on veil, 
d*une propri^t^ particuliere. Elant donn^e une surface integrate ei una 
caract^ristique sur cette surface, il existo une inflnit^ de surfaces int6> 
grales ayant un contact du premier ordre avec la premiere tout le long 
de cette courbe; on pent clioisir arbttraircment,pour ces nouvelles sur« 
faces, la valeur d^une deriv^e partielle du second ordre en un point de 
I ' la caract^ristique. En d'autres termes, il existe des multiplicity Mi 

\ d*dl^ments du premier ordre qui appartiennent It une infinite dB sur* 
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faces int^grales, la valeur d^une diriv^ du second ordre pouvani Aire 
choisie arbitrairenient en un point de M|. Nous allons examiner si ceild 
propri6l^ appartient k d'autres Equations du second ordre. Soienl 



(30) 



F (*i y^ ^» P^ 7» ^ *» = o 



une Equation du second ordre, et 

(31) a, = r, W. y = A W^ * = A W, P = ?• W. «' = ?.(») 

Ics Equations d*une muUiplicite M|. Les valeurs de r, s, I en un poini 
de celte muUiplictti son! determin<^es par les trois Equations 



(32) 



F = o, <(p = rdx 4- <rfy, dq s= tcbv + kly 



qui admcttent, en g^n^ral, un certain nombre de sysi^mes de solutions, 
II peut m^me arriver, si la fonction F est transcendantCf qu'elles 
admettcnt une infinite de syst^mes de solutions. Nous clierchons It 
quelles conditions une des Irois d^riv^es r, «, i pourra ^tre choisie 
arbitraircment. S*il en est atnsi, en tirant deux des d^riv^es r, t, I des 
derni^rcs relations, et porlant dans T^quation F =: o, il faudra que 
Ton arrive a une identity. En ^crivant ceci, on est conduit k un cer* 
tain nombre de relations entre a;, y, z^ p, q^ dc9j dy^ dp^ dq. Plusieurs 
cas peuvent se presenter : i* il peut arriver que ces relations soient 
incompatiblcs (c'est le cas general) ; 2* il peut arriver que Ton trouve 
une ou plusieurs conditions ne rcnfcrmant que or. y, *%p%q\ 3* il p^ul 
arriver que les Equations de condition renferment toutes quelques*unes 
des diiT^rentielles dxy dy^ dp^ dq et, dans ce cas, il pourra y avoir deux 
ou trois relations distinctes, car elles sent forcement homogtoes en 
dx, dy, rfp, dq. 

G^omelriquement, les r^sultats sMnterpr^tent commc il suit. Regar* 
dons encore a?, y, jr, p, q^ dx^ dy^ dp^ dq comme des paramMres, et r, t, I 
comme des coordonndes courantes. Les Equations 



(33) 



I dp = rdx -J- #dy, 
) dq = 9dx -{- idy^ 



representent une droite paralUle k une gdndratrice du cdne (T) qui a 
pour Equation 

«•— rl =5 o; . 

r^quation (30) repr^sont^ une surface (S). Pour que Tdquation obte- 

« 

nue en <^liminant deux d^es derivees r^ 9^ i entre les Equations (30)' 
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6t(33) se r^duise a'une identity, il faut done que la surface (S) admelte 
des generatrices rcctilignes paralleles k cellos du cdne (T). Si la fonc- 
lion F ((0, y« jt, p, 9, r, s, /) est arbitraire, il est clair que cela n^aura 
jamais lieu, quelles que soient les valours des param6tres a;, y, ^, p, 7. 
Cela pent aussi arriver si x^ y, ^, p, 9 v^rifient certaines conditions. 
Enfin, il pent se faire que, quels que soient :i?,y, z, p, 7, la surface (S) 
admette des generatrices paralUles k celles du cdne (T). Ce cas se sub- 
divise lui-m£me en deux autres, suivant que cos generatrices formeni 
un systeme continu on non. Dans le premier cas, il y a deux relations 
distinctes entre ^, y, x, p, 9, dx^ cfy, c(p, dq pour que la droite, reprd* 
sentee par les equations (33), appartienne k la surface (S), qui est alors 
une surface regMe admottant le cone (T)pour c6ne des directions asymp- 
totiques. Si les generatrices rectilignes de (S), paralldles aux genera- 
trices du c4ne (T), ne forment pas un sysleme continu, les parametres 
^1 Vi ^9 Pi 9i ^^% ^y^ dpi ^9 doivent verifier trois relations distinctes. 

Nous appellerons caracteristique du premier ordre loute roultiplicite 
M| d*eiements du premier ordre, telle que les equations (30) et (33) se 
reduisent k deux relations distinctes. 

On demontrera commc plus haut (n* 79) que toute caracteristique du 
premier ordre appartient, en general, k une infinite de caracteristiques 
du second ordre, dependant d*une constante arbitraire. En eiTet, si^iy, 
'^f Pi 9n ^^^^ 1^9 coordonnees d*un element d'une caracteristique du 
premier ordre, les relations : 



I r 



dp =s rdx 4- #^y. 



dq =r $dx •{- /ePy, 



entratnent, d*apr6s la definition mfime, Tequation F = o. On a aussi 



I i 



Rc/y« _ Sdxdy + Idx^ == o; - 

car, d'apr^s la representation geometrique employee, rfy', — dxdy^ dx^ 
sont les paramdtres directeurs de la droite (33), R, S, T sont les coeffi- 
cients directeurs du plan tangent k (S) ; et la relation qu'il s'agit de veri* 
fier exprime simplement que la generatrice est situee dans le plan 
tangent. Le restedu raisonnement s*acheve comme au n*79, une except 
tion ne pouvant se produire que si S' — 4RT est nuL 

Tout ce qui a ete dit des caracteristiques d*une equation de Monge 
et d* Ampere s'etend evidemment k- cette nouvelle esp^ce de caracte* 
ristiqaes.* 

87. Considerons, en particulier, les equations F = o, qui representent 
une surface regiee (S), ayant le cdne (T) pour cdne directeur, quand 
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on y regarde r, <, t comme des coordonnfos courantes. Pour que la 
droite (33) apparttenne k la surface (£), dx^ tfy, <fp, dq doivent verifier 
deux relations distincios seulement, homogftnes en ctv^ </y, dp^ dq^ 



(34) 



j H (a?, y, X, p, q; dx, djf, dp, dq) == o, 
' H, {x, y, -r, p, q ; dxj </y, dp, dq) = o; 



ces relations, jointes aux suivantes, 



(35) 



® + « 




d!^ = pdx -)- fdlyt 
rfp =: rdx -f- ^y« 
c/^ = sdx 4- ^y 1 



rcpresentent une premiere famillo de caract^ristiques du second ordre. 
Si S* — 'iRT n*est pas nul, Tdquation admet une seconde famille de 
caract^ristiques du second ordre. Si S* — 4RT = o, la surface (S) est 
une surface ddveloppable, enveloppe d*un plan mobile qui resie cons- 
tammcnt paralldle k un plan tangent au c6ne (T) (n* 78) ; les genera- 
trices de (S) sent done parall6lcs k celies ducdne (T). L*^quation admet 
done un systeme unique de caracteristiques, qui est du premier ordre. 

L*etude des caracttTistiques nous conduit done k distinguer les equa* 
tions du second ordre en quatre grandes classes : 

1^ Les Equations g^nerales qui admettent deux systftmes diflKrents da 
caracteristiques, tons les deux du second ordre ; 

2^ Les equations qui, quand on y regarde x, y, z, p, q, comme des 
param^tres, r, s, I comme des coordonndes courantes, repr^sentenl une 
surface r^gUe, non du second degr^, dont les generatrices son! paral* 
' lules k celies du cdne (T), sans que le plan tangent k cette surface soil 
parallele k un plan tangent au cone (T}, Eiles admettent encore deux 
syst^mes diffdrents de caracteristiques, un du premier ordre, un da 
second ordre ; - 

3* Les equations de Monge ct d'Ampdre. 11 y a deux sysl^mes de 
caracteristiques, en general distincts, tons les deux du premier ordre ; 

4* Les equations qui, avec les memos conventions, representeni une 
surface developpable admettant le ci^ne (T) pour c<)ne directeur. EUes 
admettent un seul systeme de caracteristiques, qui est du premier 
ordre. 

U est clair que cette distinction se conserve par toute Iransformation 
de conlacl. 
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CHAPITRE IV 



88. Nous poavons maintenani completer la solution du probldmo de 
Cauchy, traits an n* 16. £tant donates une courbe C et une develop- 
pable A passant par cette courbe, il s'agit de determiner une surface 
integrate d*une ^uation du second ordre F = o, passant par la courbe 
C et tangente k la d^veloppable A, le long de C, cette surface ^tant 
representee par une ^nation : 

oh ^ (a?, y) est diveloppable en s4rie entidre dans le voisinage d*un 
point de la courbe C. Cette courbe C et la d^veloppable A d^finissent 
une multiplicity M| d*d£mcnts du premier ordre (a?, y, r, p, q). Suppo- 
sons d*abord que M| ne soit pas une caracteristique du premier ordre 
de Tdquation F = o ; alors, les trois Equations : 

F = o, rfp = lYto -f" '^y* ^9 = *^ + '^y» 

diterminent les valours de r, «, I en chaque point de la courbe €» 
c'est-&-dire definissent une multiplicity simplement infinie d'^Umcnts 
du second ordre, renfermant la multiplicity M|. Si on n'a pas, pour ces 
valeurs de r, «, t ainsi obtenues, la relation : 



(36) 



Rrfy« — S<fxdy -|- Tdafl = o 



(ce qui est le cas g^niral), nous avons vu plus haut (n* 17) qu*il y avail 
une solution et une seule. Mais si ces valeurs de r, «, I, verifient la rela* 
tion (36), elles doivent aussi satisfaire aux deux autres Equations diOii- 
rentielles des caract^ristiques (n* 77) : 



(37) 






pour que le probldme admette une solution. S*il n*en est pas ainsi, il 
ne peut y avoir de surface int^grale r^pondant k la question, ou, du 
moins, s'il existe une pareille surface, la courbe C est une courbe sin* 
gulidre de cette surface. Enfin, si les Equations (36) et (37) sont v^ri- 
fltes en mdme temps, on a vu plus haut (n* 83) qu*il existe une infinite 
de surfaces intdgrales r^pondant k la question, une exception ne pou« 
vant se prodnire que si S' — 4RT est nol. 
Si la multiplicity M| est une caracteristique du premier ordre, on sail 






/38\ iX + |U-+vt=o, 

^ ^ |p + |U + vl=o; 

soient 

(39) (p {a?, y, t, p, ^ ; >, ji, v, p) = o, ^^ {r, y, jr, p, 7 ; X, ji, v, p) = o 

les conditions homog^nes auxquclles doivent satisfaire les paramMresX^ 
{&, V, p pour que la droite (38) soil une g^n^ratrice de la surface' (S) repr^ 
senile par requalion 

(40) F (.r, y, ^, p, ^, r, t, I) = o. 

On identifie les Equations (38) avec les ^uations 

en rempla^ant >, p, |i, v, par — dp^ — dq^ dv, rfy, respeclivement. Par 
consequent, en faisant la m£me substitution dans les dquatioos (39)» 
on aura deux relations qui, jointes k la relation dz = pdjs -|- qd^f^ d^il- 
nissent les caractdristiquesdu premier ordre 

j dx = pdx + qdy^ 
(«) I II (jy, y, jr, p, ^ ; dx, dy, dp, dq) = o, 

( H, (.r, y, s, p, qr; rf», rfy, dp, dq) = 0. 




n£v -|- sdy et «<£r -|- Irfy respectivemeni daiis les deux demii^res ^iia« 
tions (43), on est conduit k deux Equations en J^^ et r^llroination da. 



I 
1 
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qu*elle appartient k une infinite de caract^ristiques du second ordre et, 

par consequent, il y a encore une infinite de solutions, en supposant • 

toujours que S' — 4RT n*est pas nul. | 

89. Considdrons maintenant en particulicr les Equations de la se* * I 

conde et de la troisi^me categoric, c*est-k-dire cellos qui, quand on y- ] 

regarde r, «, / comme des coordonn6es courantes, representent une sur- | 

face r6glee (S), d^veloppable ou non, dont les generatrices sont paral- t 

leles a celles du cAne (T). Les equations d*une droite parallele k une , ; 

genera trice du cAne (T) sont de la forme \ 
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ce dernier rapport donnera Gnalement I'equation (40). On en conclat, 
en raisonnant comme au n*27, que le probl^me de •rinWgralion de 
I'dquation (40) pent dire posd comme il suit : Trouver toutes les mulU^ 
pliciiis M„ composies de multiplicUds car€ictdristiques M,, satUfaUa$U 
auos dqiuUiont {ii). 

Si les coordonn^es d\in point (a?, y, z) d'une surface integrate sonl 
exprimdes au moyen de deux variables independantes « et p, telles que 
les courbes p =: C** soieiit pr^cisementles caract^ristiques, ar^y, z, p^q 
devront satisfaire aux quatre relations : 

J)jr ^a , 3y 

11 / ?aj J>v ?p iq\ 

H ^<r, y, *, p, ?; y^. ^.^. ^) = o, - 

H, (^a>, y, T, p. gr ; 3;. ^. ^. j^j = o, 

et, inversement, toutsyst^me de solutions deces quatre Equations don* 
* nera une surface intdgrale. 

90. A la thtorie des caracteristiques du premier ordre se rattache la 
recherche des ini^grales inter m^iaires. £tantdonn^ uno equation du 
second ordre (E), nous appelons inUgrale inlermMiaire toute Equation 
du premier ordre 



(43) 



V («, y, *, Pi q) =: o 



I 



t 
) 

'1 - 






dont toutes les int^^rales, sauf pout-dtre les integrates singuli^res, 
appartiennent k T^uation du second ordre proposee. Soit M| une mul« 
tiplicite caract^ristique de I'equation (43) ; il existe, comme on sait, una 
infinite de surfaces intdgrales de cette equation, dependant d'une infl« 
nite de constanles arbitraires, admettant tons les elements de M| ei 
ayant un contact du premier ordre seulemcnt le long de M|. U en 
resulte que la multiplicite M| doit etre une caracteristique du premier 
ordre de Tequation (E) ; cela nous montre dejk qu*une equation du 
second ordre, prise arbitrairemeni^ n*admet pas d'integrale interine* 
diaire. 

Soit done (E) une equation du second ordre, admettant des caraolA* 
ristiques du premier ordre. Ces caracteristiques doivent verifier un car* . 



y 
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(44) II, fa?, y, z, p,q\dx, rfy, rfp, dq) = o, H, := o, •.. 






If 



1 1 



tain uombre de relalions: . i 

« 

*. 

i 

homogdnes en dx^ dy^ dp^ dq, D*aulre part, les caractdrisiiques de . i 

r^quation (43) saiisfoniaux dquationsconnues: I 



t 
1 



2|p ^jr ^»? "• '^^^ >y •"* J>jr "J 



f 



81 on remplace dans les ^nations (44) dx^ cfy, dp^ dq par les quantitte [ 

proportionnelles tiroes des Equations (45), on est conduit k un certain 

nombre d equations de condition liomoeenes en t-»t-» r-» t~» %"» ^ 
^ ^ ex oy OS cp oq 

la recherche des integrates intermediaires est ramen^ k une question 

que Ton sait traiter, la recherche des Conctions V(.r, y, ^,p, f) qui 

satisfont a un systdme d'^quations siniultan^es du premier ordre. On 

arrive aussi au m^me risultat par les raisonnements employes au n* 33. 

Supposons, en particulier, qu'une Equation (E)admette une int^grale 

intermedial re, dependant de deux param^tres essentiellement distincts 

(46) V(j?,y, J',p, g:a, 6)=ro; . 

Tequation (E) doit resuller de rdliminalion de a et 6 entre les trois 
Equations (40) et (47) 

in\ )c^a?^^;)x^ ^p^ ^ ' 

^y ' ^ >-jr ' p ' >y 

Si on regarde dans ces derni^res jt, y, j', p, q comme des constantea 
donn^es et r, «, < comme des coordonnees courantes, elles reprisentenl 
une droite parall^le k une gdnc^ratrice du c6ne (T). L'^quation (E) doit 
done repr^senter, avec les m^mes conventions, une surface r^glde (S) 
dontles generatrices sont parall^les k celles du cAne (T). 

Inversement, etant donnee une equation (E) de cette espice, elle 
admet un systeme de caracteristiques du premier ordre defini par deux 
equations homogines en dx^ dy^ rfp, dqi 

H, =5 0, Hjzso; 
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a 

pour obUnir let relationt attxquellet doit satitfain wis inligraU inter' 
mddittire V, t7 «uf/tt <fy remplaeer das, dy, dp, dq, par' 

 

respeclicetnenl. II risulte aussi da n'* 89 que celte r^gle peul Aire rem- 
plac^ par la suivanie : Soieni 

? (^1 y^ 'y P? ?; ^1 1*1 V, p) = O, 4^ (a?, pj X,p, q\\, JA, V, p) = O 

le9 condilioM^ homogbnet en X, |i, v, p, />ou»* ^tM la droUe 

X + JAT + V« = O, 

soil une ffhUralrice de la surface (S) representee par F equation (E). On 
remplaee daiu eet iqtuUiont X, p, jt, v par 

JV , JV 5V , JV 3V JV 
retpeelMemeni. 



m 

91* Lorsqu^on connatt une inlegrale interm^diatre avec deux cons^ 



: I tanies arbitraires a et 6, • 

I I V (a% y, g, p, q i a, b) =z o. 



i . Bour a reniarqutf que Ton pouvait ea d^uire une intcgrale iaterm^* 

diaire dependant d^une foaction arbitraire, par la m^thode de la yaria* 
tion des consiantes. C*e8t uoe simple cons^uence de ce que la fono* 
tion V est d^terminde par des equations du premier ordre. En eCTet, 
consid^rons lea trois ^uattons: 



ot f (a) d^signe une fonclion arbitraire de a ; si on tire aet6 des deux der* 
iiidres &iualioQ8 et qu'ou porte ces valeurs dans la premiere, on estconduit 
it une nouvclle Equation V| = o, qui est aussi une integrate intermMiaire, 

car les d«riv£es partiellea-jj^f :^» ^i "JT '"jl^' ont les mAmes expres- 
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aux 



sions que r-> t- » t-» r-» c-* La lonction V- aatisiait done biea 
^ oac oy C^z ^ oq ^ 

mdmes ^uations que V. 

La remarque de Bour peut dtre compldtee comme il suit, ^taot don* 
nde une Equation du second ordre (R) qui admet une int^grale inierme* 
diaire avec deux constantea arbitral res V(a% y, z^ p, 9\^i ^)« pro- 
posons-nous de determiner une integrate intermcdiaire dont one solu*- 
tion soit tangente h une d^veloppable donnde A le long d*une courbe 
donnie C, situ^e sur cetle developpable. Le long de C, oo^ y, jt, p, q 
sent cinq fonctions supposees connues d*une variable X, vdriflant la 
relation dx = pdx -|- qdy. La fonction arbitraire f (a) doit done satis- 
faire aux deux relations: 



(48) 



V [.», y, ', p, 9 ; a, r («)] = 0, 



o(i on suppose a*, y, jr, p, ^ remplac^s par leurs valeurs en fonction 
de \. Si on diff^rentie la premiere dcs ^nations (48) en tenant compte 
de la seconde, il vient 

* 
d/, y't -s^i p'l f ' dcsignant les d^riv^es par rapport k \. En eliminant X 
enlre Tequation (49) et Tequation V => o, on est conduit k une Equation 
qui determine la fonction inconnue ^ (a). Celte fonction f (a) 6tant 
connue, on en deduira par une diminalion Tint^grale intermMiaire 
cherch^e, et la solution du probl^me de Cauchy est ramende k Tinti* 
gration d*un syst^me d*equations difTerenlielles ordinaires(*). 

(1) Quand on ^limine \ entre les deux dquationf (IS), on est conduit 4 vne dquaUon 
du premier ordre pour d^erminer f («)« 

W R [«,>(«), f(«)] = o. 

II seiuble done que Ton dcvrait trourer une infinite de fonctions f (a) r^pondanl 
h la question. Pour expliquer cctte apparente contradiction, ima^noni qa*OB ait 
remplac^ x, y, s, p, q en fonction de X, et soit V (x. y, s, |>, y, a, 5) s= U (X; a, h). Lea 
^quationi (48) deTiennent 

(4861s) U [(X, a, f («)] :^ o, g + JL. ^. (.) « ^ 

et la question revienti ddteruiiner f (a) de telle sorte que les6qaations (48 to) aieat 
nne solution commune en a, quelle que soit U valenr de X. Or, si oa remplaet X 
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9S« Prenons, par exemple, I'dquation : 

(80) * = r(^ -^1 y. <^i p» ?). 

qui repr^sentei quand on regarde r, s^ t comme des coordonn^es cou* 
rantes, un cylindre ayant ses gdneratrtces parallMes k la droite « = o, 
I r= o. Pour que la droite 

soit one g^n^ratrice de ce cylindre, il faut qael'on ait: 



;+/ (— J;«. y. '. P. «j = o ; 



il 

! V 

I r 
I I 
I • 



I i 



done (n* 90} toule intdgrale intermediaire V de T^quation (SO) doit satis- 
faire aux deux ^nations : 

La premiere de ces deux relations montre quo Vne doit pas ddpendre 
de p; on voit ensuite, en tenant compte de la seoonde, que 



/•(', A-,y, j^,p, }) 



> * 



^ » . 



doit Ore une fouclion lin^aire de p 

/•(«. «• y, -Jf, p, *) = ? (^. y. '. ?i + p-f (<», y, *, ?, «)♦ 

I 

par une cons tante ari)itraire Xo« 1^ fonctlon f (a) ddflnie par r6quation 

u !>♦.«» f Wl = o 

rdpond k la question, car on a autti 

On a ainsi llnt^grale gto^rale de Tiquation (#)« mals 11 y a, en outre, une integrate 
timgyl&rt qu*on obtient en tiimlnant X entre lea deux ^qnationa: 

U=a. f-o; 

e*eil cette Int^grale qui donne la r^ritable solution du probldme propoi^ 
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ct la fonclioa V (a;, y, ^, f ) doit satisfaire aux deux ^ualions : 



=s o. 



Do requation V (a?, y, ^, 9) =r o imaginons qu*onatt tir^ ^szsX (or, y, 4r)» 
celte fonction X doit 6tre une integrale des deux equations : 

Pour quo Tequatiou (50) udmetto une integrale int^rm^diaire d^pen* 
dant de deux constantes arbi(raires» il faut que les Equations (52) 
formentun syst^meen involution. On apergoit aieement deux cas parti* 
caliers o(i il en est ainsi : 1* si *\ = o, et que f ne depende pas de z^ 
requation du second ordre t — ^(o;, y, ^, I) = o admet toutes les inte- 
grates de Tdquation du premier ordre 9 =X (a;, y), pourvu que X v^rifie 
la relation 



c^X / ^ c>X\ 



2* si 9 = o et que ^ ne depende pas de a?, Tequation du. second ordre 
9 — p'^ (y, jr, J, /) = o admet toutes les integrates de requation du 
premier ordre ^ = X (y, z\ pourvu que X verifie la relation 



i'^-^Tv z X^+X^Y 



- 98. Nous allons encore chercher 4 obtcnir toutes les ^uaUons da 
second ordre, de la forme considerce, telles que les deux ^uatioat* 
auxquelles doit satisfaire une integrale intermediaire V (^,yi jr,p» 9), 
ferment un systdme en involution. 

Les deux Equations liomog^nes en dx^ cfy, <fp, dq^ qui definissent lee 
caractdristiques du premier ordre, peuvent toujours, on le virifie 
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lement, dtre r^solues par rapport k Tun des couples do differentielles : 

{dp, dq), {dp, dy\ {dq, rfj-), {dx, dy), 

«t on ram^ne les trois derniers cas au premier en appliqaant k T^ua* 
lion propose la transformalion d*Ainp6re ou celle de Legendre. On 
peat done, sans restreindre la g^neralild, supposer les Equations 
diffdrentielles des caracldristiques du premier ordre r^soluespar rapport 
kdpeidq\ il en r^sullo que les Equations auxquelles doit satisfaire 
une int^grale intermddiaire V seront r^solues par rapport li 



Clles pourront done s*6crire: 



(63) 






feiff ctant des fonclions homogdnes et du premier degnS de ~>. ^< 
Pour plus de syraetrie dans les notations, posons : 






19 y = a^ti 



?v ;>v ?V 



.v^*' '5P~'**' Ti^^^' 1^"^*' l!^""^' 

les Equations pr^cMentes deviennont : 



(64) 



H = Pi + ^'aPz — r («-o ^11 ^j. J^4. ^i ; P41 Pi) = o» 
H| = |», + a?jp, — f (a^^, 0?,, a-j, i-^, a-, ; p^, pj) = o. 



On salt que toute int^gralo commune k ces deux Equations sattsfait 
aussi k Tequation : 



I ss t * 



en d^veloppant les caleuls, on troinre 



/H n\-._^4-it_- in. 4. - iSL4.2C2t_iZ:it 

(H, H.) - - ^ + }fl,j - «4 ja., + '^t ,\r, + ?p, .V, ixt ipt 
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Poqr que les equations (54) forment un syst^mo en involution, il faui 
que l^^quation (II, H|) = o aoit une consequence des premidres, et, 
comme ello ne renferme ni Pi, ni p^, elle doit se reduire k une identiU, 
D^ailleurs, eUe est lineaire en p,; les deux fonctions ^etf doivent done 
satisfaire aux deux relations: 

La premiere equation (55) montre que feif sont les d^riv^es par* 
tielles d*une fonction de /r, , x^^ oc^^ cc^^ a*,, p^, p„ par rapport It P4 et k p, 
respectivement ; et, comme /"et f sont horaog^nes et du premier degri 
en P4, P|, on peut supposer que la fonction dont elles sont les derives 
parliclles est homog^ne et du second degrd. hcrivons*la: 

PV^ (.r,, .Vj, .r,, .>Vj, x^\ tt), 
en posant u = -^- On aura done 

et en portent ces valeurs de / et de f dans T^quation (56), elle devient 
(57) 4.(2.^_„^)i^ + |^ + „^ii|J!i._j^N:^ 

Pour remonter a Tcquation du second ordre elle-mdme, remarquons 
que leis Equations des caract^ristiques du premier ordre seront alors, 
en revenant aux notations primitivesv 

en posant m = ^' On obtiendra T^quation du second ordre en 
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pla^ant dp par rda -f- <^yi c^9 par sdoo -|- <d|j/, et ^limiiiant ensuite la 
rapport -^» ott, ce qui revient au m6me, ea ^liminant lo param^tre m 
entre lea denx ^nations 

r^sm + 2^ (a?, y, x, p, q; m) — w^= o, 



dm 



* + *'"+ S^""- 
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Or, si on .regardo dans ces Equations a?, y, x, p, j comme des cons- 
lantes donn^es, m comme un paramdtre variable, r, «, t comme des 
coordonaees courantes, ellcs representeat uoe droite qui est la carac* 
t^rislique du plan mobile 

r + 2«w + tm^ -|- 2| {m) = o. 

On obtient done toutes les dqualions du second ordre chercfUes en Hi'* 
minanl le param^ture m enlre let deux Equations: 

r + 2«n + trn^ + 2} (a?, y, x, p, q\ m) z=z o, 

to fonction jr cKot< en outre satis f aire d V equation (57), oci on aurait rem* 
ptac4 0^1, 0^2, 0?,, a?|, ar|, u par a?, y, jr, p, 9, m respectivemeni. 

On remarquera que, pour toutes ces Equations du second ordre, les 
deux syst^mes de caracteristiques sont confondus ; c*est la g^n^ralisa* 
tion d*une propricte d6]k etablie pour les equations de Monge et d*Am- 
p^re (n* 34). 

94. L'integralion d'une equation du second ordre appartenant k la 
classe que nous venons de ddfinir se ram^ne toujoura k Tint^gration du 
systdme en involution (63). Soit, oneffet, Y{x, y, <r, p, q^a, b) uneint^> 
grale de ee systime avec deux constantes arbitraires a et b. En difll£ren- 
tiant les ^uations (33) par rapport k a, il vient : 
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On on deduit 

en rcmplaganl -^j — |- p ^« T-r- + P \^T'**" P^** leurs expressions, il 
reste, en tenant compte de la relation (55)« 






Commc /" et (p sont des fonclions homog&ncs et du premier degr^ de 

^ et de r-' il vientenfin 
«>p ^q 

(88) [^'5j] = *- 

On ddmontro de la mdme fa^on que I'on'a 

si on difiifirentie Ics relations (58) cl (59) par rapport kb et k a respec- 
tiveinont, ilvient: 



d'uA on tiro : 



pv ?V1 r V J»V 1 



On voit done que les trois Equations 
(00) V = o, ^ = ., ^ = p, 
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o(k a el p sonl deux consiantes quelconques, repr^senient une multipli* 

ciM M|, dont tous les elements satisfont k la relation Y = o, c*est-li- 

dire une int^grale complete de cette Equation du premier ordre. On 

peut, par suite, obtenir I'int^grale g<Sn4raIe de T^quation Y = o par da 

3V 5Y 
simples eliminations. Ceci suppose que Y, -r- » -r; sont des fonctions 

dislincles de x^ y, z^ p, q\ mais on peut toujours choisir une int^grale 
complete du systems satisfaisant & cette condition, car on pent choisir 
arbitrairement la fonction de x, p, g, a, 6, k laquelle se r^duit Y pour 
xrsce^y y =1 y^, puisque le systeme est en involution. 
Si on eiimine a et 6 entre les relations 

V (a?, y, jr, p, q\ a, 6) = o, 6 = ic (a), "^^ + "jj *' («) = <>» 

oil -K (a) est une fonction quelconque de a, on obtient une nouvelle inte* 
grale intermediaire Y| = o, qui s*integre aussi sans aucune difficulte. 
En elTct, prcnons pour b une fonction ^ (a, a\ b*)^ dependant de. deux nou- 
velles constantes a et b\ ct se reduisant k -n [a] pour a' s= a\^ V ss b\. 
La nouvelle integrale intermediaire depend des deux constantes arbt* 
traires fl^et b\ et on peut lui appliquer la mdme methode qu*k la pre- 
miere. LMntegration de Tequation du second ordre n'exige done que des 
eliminations, si on a integre le systeme en involution (53). 

• 

95. On peut obtenir pour Tintegrale generale de Tequation du second 
ordre des formules analogues k celles que Ton aobtenues au n* 31, dans 
le cas des equations de Monge et d*Ampere. £tant donnees les trois 
equations: 

(61) V = 0, J = «(«), g + gv(«)=:0, 

imaginons que des deux dernieres on tire les valours de a et ^ en fonc* 
lion de x^ y, z^ p, q^ et qu*on porte ces valours de a et de 6 dans Y, 

Sa >A ' ^^ obtient ainsi trois fonctions Y|, Y„ Y^, qui sont encore en 

involution, quelle que soil la fonction « (a). En eCTet, rempla^ons, dans 
Y, a par a + a', 6 par « (a) -|- ^\ a' ^^ ^' ^t^nt deux nouvelles cons* 
tantes, que nous supposons connues ; si on elimine eiisuite a et 6 entre 
les equations (61), on est conduit k une nouvelle integrale inlerme* 
diaire du premier ordre 

W («, y, jr, p, q, a\ »•) = o. 



\ 



th£orib g£n£rale DES CARAGT£RISTIQU£S 211 

qui depend encore de deux consUntes a\ b\ On a done aussi : 

or, poup a' = b' = o, W, y^> ^jtt so reduisent respectivement It V|, 

V,, V,, comme il est facile de s*en assurer. 
II suit de Ik que les trois ^nations 

V, =0, V, = », V,=p, 

oil a et p sont deux constantes arbitraires, representent une integrale 
complete de Tequation V| = o. Cette integrate complete s'obtiendra 
par l*elimination de p et 9 entre ces trois Equations ou encore, d*aprte 
la signification de V4, V,, V,, par r^Iiminatioii de p, 9, a, 6, entre les 
cinq relations 

^^''V ST + J^ "^ ^''^ =•''' »=»(«). S" = v ^ = p. 

Si on elimine d*abord p et 7 entre la premiere et les deux derni^res, 
il restera ensuile a eliminer a et 6 entre trois dquationi 

n (a?, y, jr, a, *, «, p) = o, 6 = it (a), a + «' (a) p = o, 

n etantune fonction determinde de a^y^ jr, a, 6, «, p. Mais on peut subs* 
tituer a Tune des constantes «, p, k « par exemple, la constanle a d4fi* 
nie par I'dquation « -|- ic' (a) p = o, ce qui revient k Eliminer 6 et « aa 
lieu de a et6. Cette elimination se fait d'elle*mdme, et on est conduit 
k rintdgrale complete 

II [^, y, *,«,«(«)» — P»' {«)f p] = o, 

avec deux constantes arbitraires a et p. St on remplace ensuite p par 
une fonction arbitraire de a, x (a)i on ^t pour representor Tintigrale 
gdnerale de I'^quation du second ordre propos^e, un systdma de deux 
Equations de la forme suivante 



^ 



(63) j i* 
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i: el /, etant deux fonctions arbitral res (*). On peut doacenoncer le theo* 
rhme suivani : 

Lorsque le syslhne (53) esi en involution^ soil Y (a?, y, jar, p, q^ a, b) 
une intigrale de ce eystbme avec deux comlantes arbilraires a el 6, telle 

que Y, t^t rr eoient des functions distincles de t^ p\ q ; C intigrale 

ginirale de tiquation de second ordre covrespondante est veprisenlee 
par le systhme des deux iquations (62), dont la premiere s'ohtienl en 
iliminant petq entre les trois iquations 

et vemplagant bpar -x (a), ^par y^ (a) et %par — -k (a) / (a). 

96. Pour la determinalioa de toutes les Equations du second ordre 
qui s'intdgrent de cette fagon, je renverrai le lecteur k un m6moire que 
j'ai public recemment(<). Je signaleraiseulement une solution evidente; 
lorsque la fonction *^ (a?, y, z^p^q \ ti), qui doit satisfaire a Tequation 
(57) ne depend d^aucuue des variables x^ y, ^, p, 9, cette equation est 
satisfaite d'elle-mdme, L*dquation du second ordre correspondante ne 
renferme qtfe r, s^ i et s'obtient en cherchant Tcnveloppe du plan mo- 
bile 

r + 2fin + /»»' + *Hm) = o, 

^ (m) dtant une fonction quelconque du param^tre m. Le systdme (53), 
qui determine les integrates interm^diaires, devient ici :. 

/>V\ /i\\ 

j)Y . JY - / ^ - / ^ 



;^+PT = ^e 



(63) 



^•i)-'*i> 




on v^riQe aisjment qu'il esi en involution. Clierchons une intigrale da 

(1) Voir ma note Sur Its Migrahs imtsrmidiaires des iqualUns mux dirivies per* 
tielles du second ordre (Complts rendus^ tome CXII; 19 mai ilM). 
(*) Ada MathemaOcei i. XIX, p. W^U%. 
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ee systime de la forme 

V = p 4- a + » (r + tfo? 4- %, 9 -f 6) = o; 

1c8 ^uations (63) deviennent 






«n posant u = ^ -|- aor -f ^^y v = q -^ b. Adjoignons aiix Equations 

(64) lea deux ^quationa 

I , ^ 

^» *^ ft 

•il vient alora 

a a 

•ot en portant ces valeura de «», r-f r-t 9 dans la relation 

on est conduit a Tequation 
d'oik on tire 

- 

•  • « 

On obtiendra done une ini^grale inlermddiaire dcla forme demand^ . • / 
en ^liminant a et p entre los trois equations 

(65) ,+«x+*y+^^6, ^^i=m, p^a= ^m-m\ 

a • a a .  • * 

cette Elimination n*est possible que si la fonction ^ est donnto, mais on 
peut cependant appliquer la mdthode du n* OS sans quMl soit ndeessaire 
de particulariser celto fonction. Pour la commodity des calculS| chail'* ^ : ; ' 
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geons % en -• et posons 



V = ^ 4- ^^ + *y + **+ (Wf 

« et p ^tant determines par les deux Equations 



\ 



On 



, + ft = «f (P), p + a = « { 2.f (W - Pf (P) } . 



les valeurs des d^riv^es partielles ^t ri' t*' ^ s^ tirent des deux der« 

■^ va 2^0 ca 00 

nitres Equations el il reste, toules reductions faites, 

15" = ^ + *' »=y + *?- 



Poor appliquer la m^Uiode generale, nous devons ^Hminer « ct ^ 
entre les trois Equations: 

V = X + tfor + 6y + «»<Kp) = o, 









• . < 









et remplacer ensuite b par s (a), 6' par /^ (a) et a' par — V (a) ^ (a)* La 
fonction ^ qui figure dans les formules (6i) a alors pour expression 

 [a?,y,^,a,«(fl),ir»,x(tf)]=^+<'^+y»(a) 

+ }x + i;'(a)y(^)}^4.! l~'f ' l''\ J r 

Rbmamqub. — Les Equations pr^eddentes paraisscnt au premier abord 
trds particuli6res, mais il convieot de remarquer qu*on a une cat^gorie ' 
beaucoup plus etendue d*dquations, s*iDtdgrant oompldtement par cette 
methode, en considerant les Equations du second ordre qui peuvent sa 
ramener k la forme prteedente par une transformation de contact. En 
eliminant « et p entre les equations (G5), on est conduit h une integrale 
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SIS 



interm6diaire de la forme 



G ^Uuit one fonction homog&ne el du second degr^ dep'\- aeiq -{» b; 
eel facile de verifier qii*OD a bien, quelle que soil la foaction G, 

[v.sj=- [v.f]=.. \!m=- 

Les ^uations du second ordre, que Ton dMuil des prdcMentes par 
une transformation de contact, admettent done une intigrale interm^* 
diaire de la forme 

Z + iiX + 6Y + G (P + «, Q+ ») = o/ 

G £tant une fonction homog^ne du second degr^, et X, Y, Z, P, Q cinq 
fonctions de w^ y, jr, p^ q^ donnant lieu k ridenttU 

rfZ — PdK — Q<fY = p (rfjr — pdjo — qdff). 

C*est ainsi que toutes les Equations de Monge et d* Ampere, apparle- 
nant k la classe pr^cMente, peuvent se ramener, par une transforma* 
lion de contact, 4 T^uation r ?= o (n* 36). 

97. Lorsqu*une ^nation du second ordre ne reprisente pas une 
surface r^gJte(12) ayant ses generatrices parallMes 4 cellos du c6ne (T), 
quelles que soient les valeurs attributes 4 x^ y, x^ p, q^ elle ne pent 
admettre d*integ^le interm^diaire dependant de deux constantes arbi« 
traires (n* 90) ; mais elle pent admettre des integ^les intermMiaires 
dependant d*un« constante arbitraire ; on les obtiendra par rapplica- 
lion de la methode generate, en formant d*abord les equations descarae* 
teristiques du premier ordre. Par exemple, Tequation r' «— «l =5 o admel 
rintegrale intermediaire p — a=o. D*une maniero plus genArale, pre* 
none une equation de la forme 

P =: (r« - .«)- Q. 

oik P est une fonction de p, 9, r, #, I, liomogene par rapport k r, #, I, et Q 
une fonction des variables x^ y, x^ p, q^ r, «, I, qui reste finie lorsqve 
rt — #* = o* Poisson a remarque qu^on pouvail obtenir des integralee 
intermediaires de la forme 
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on obtient, eneflet, pour determiner la fonciion 7, una Equation difT4ren< 
tielle du premier ordre 



car on a alors 



*=?'«»^ 



F [p. ? (P). ?' (P)l = o, 



^ = ?'(p)«t 



W — *' = o. 



Ce procdde revienl k cliercher les surfaces devcloppables qui satisfont 
^r^quation pi-opos^. AinsI, pour T^quation 

r* — /» = rt — #«, 

la fonction 9 [p) doii satisfaire k la relation 

.■  . '  

l-jffp)|»=--o; 
'^n prenant les valeurs reelles seulemeni, on doii done avoir 

^ = T (P) = « =t: P- 

Si une equation du second ordre admet une integraie intermediairo 
V =s o, ne dependant d*aucune constante arbilraire, les equations homo* 

ff^nes en — • -r-i r—i r— • T"' auxquellcs doit salisiaire la fonction Y, 
® . .r c^y i^jr ^p Njr ^ ' 

ne doivent dtre veriO^es qu*en tenant compte de la relation Y = o. On 

l^ve la didicultd comme plus haut (n* 53), en imaginant qu*on ait tir6 

'de cctte 6quation une variable en fonction des autres, par exemplo 

f = X (or, y, z^ p). Les Equations en Y donnent des dquations pour 

determiner la fonction inconnue X. . • 

98. La distinction fondamentale entre les deux osp^ces de caract^- 
ristiques, du premier et du second ordre, sa irouve dej4 contenue 
implicitement dans le m^moire d*Amp6re. Nous aliens indiquer rapide- 
ment les considerations dont il s*ost servi, en nous bornant, pour fixer 
les idees, aux Equations de la premise eiaste. ,. 

Supposons que les coordonnees d*un point d*une surface soient des 
fonctions connuei de deux variables independantes aetp, d'una fonction 
arbitraire 9 («) et d^une fonction arbitraire ^ (p), ainsi que de leurs' 
derivjes f\f',.«.9 Y^V*'*' jusqu*4 un ordre deterroinA. 

• • • . 

ix = F, K P5 f (*). T* («). ... ?'" («) ;  (P). f {«. ... ♦« (ttl. 

(<»)» = Ft [«,p;t(«), . . •. . . . ... , ^{f)]. 

;(»=F,[«,p;^(«), ........ ^ . if*>{t)]i 
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on dit qu*ane equation du second ordre appartient k la premiere classe, 
81 rintdgrale g^nArale do celte Equation peut Atre representte par dca 
formulcsde la forme (66), les fonctiona f et ^ resiant arbilraires. On 
pourrait anasi supposer, sans que lea raisonnements qui vont suivre 
subissent de modification essentielle, que lea fonctiona arbitrairea ci 
leurs deriv^es figurent sous dcs signea d*int^gration, pourvu qu'ellea 
n*y soient engages qu^avec de$ consianies^ la quantiU doni ett€$ ioni 
compo$de» el la diffirentielU de ceiie quanlM. 11 pourrait auasi arriver 
que les deux fonctions f el >|f dependent de la mdme variable, a, par 
exemple. Enfin, les conclusions que nous aliens obtenir s^appliqueraient 
encore au cas ob les formules (66) ne renfermeraient qu*une foncUon 
arbtlraire. 

Les d^rivf^s premieres p et 9 se d^duiront des deux relationa 






on calculera ensuite de proche en proclie les valeurs des d^riv^es auc* 
cessives, r, t, /, ... etc. 11 arrivera g^n^ralement qu*aa bout d*un cer* 
tain nombre d*operations ces ddriv^es conticndront des deriveea dea 
fonctions arbitraires f et 'j^, d*un ordre superieur k Tordre dea plus 
hautes derivees qui flgurent dans les formules (66). S*il en £lait autre* 
ment, les expressions de .'*, y, z^ et de toutes les derivees partiellea de t 
par rapport h j* et k y, ne d^pendraient, en rialit^, que d*un nombre flni 
de constantes ; cas que nous dcartorons. Par exemple, supposons que la 
ddrivde (p'''-*- *> (x) figure pour la premiere fois dans une dMv6e d*ordre n, 
Pit ; alors la deriv4e ^'^ -** '' (a) figurera dans les derivees d*ordre n -|- 1, 
et ainsi de suite. On a, en effet, 






i^a 



2k. 



d 



commep/it contient 9''+ *>(«), i^ contiendra yC^+«J («) et, par autte, 

cette ddrivee figurera dans Tune au moins des dMviea Pi'^%/k»Puk'¥%* 
Lorsque les ddrivtes d*un certain ordre ne renferroent paa d^autreadiri* 
vees de la fonction arbitraire f (a) que celles qui figurent dana lea for^ 
ipules (66), Ampere dit que cea ddriveea lont lunnoghiee A finiigrah 
relalivemeiil i a ; dana le cas contraire, elles aont Miirogknee h finU* 
ffrale. II r^sulto de la remarque pr^edente que ai lea dMTtea d*mi 
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certain ordre sont homog^ncs a I'lnlegrale, relalivement & a, il en est de 
mdme de toutes les deriv^es d*ordre inC^rieur k celles-lk. 

Quand on attribue aux fonctions arbitraires 9 et ^ des formes ddter- 
mtnees, les formules (66) repr^sentent une certaine surface S. Sur la 
surface S les courbes x = C^ repr^sentent des caracUristiques. Pre- 
nons, en effet, la courbe a = o^ ; on peui choisir, et d*une inGnitd de 
maui^reSf une foncltbn ^ (a) qui prenne, ainsi que ses d^riv^es, jusqu*& 
un ordre aussi ^levd qu*on le veut, les monies valeurs pour « =: o^ que 
la fonctton f (x) et ses d^rivies du mdme ordre, tandis que, k partir 
d*un certain ordre, les valeurs des d^riv^es de ^ (x) et de f (a) ne sont 
plus les mfimes. En parttculier, on peut choisir une fonction 4 (x)» 
dependant d*une infinite de constantes arbitraires, telle que les valeurs 
de p et de 9 soient les m4mes, pour x = x^ quand on remplace f (x) 
par ^ (x). La surface obtenue en remplaQant dans les formules (66) la 
fonction 9 (x) par <fr (x), tout en conservant la m4me fonction ^ (p), sera 
done tangente k la premiere tout le long de la courbe x = Xq, ce qui 
prouve bien que cette courbe est une caract^ristique. 

On peut toijy ours supposer que les derlv^es du premier ordre p et 9 
sont homogdnes k Tint^grale par rapport k x; s*il n*en ^tait pas ainsi, 
il suflirait d*effecluer une transformation de contact pour dtre ramend k 
ce cas. Mais les d^rivees du second ordre peuvent dtre homogines ou 
het^rogdnes k Tintigrale. Dans le premier cas, les valeurs de r, «, / 
sont les mdmes pour toutes les surfaces int^grales qui sont tangentes k 
la premidre le long de la caract^ristiquo x = x^ ; c*est done une carao- 
t^ristique du second ordre. Dans le second cas, il existe une inQnild de 
surfaces int^grales, dependant d*uno infinite de constantes arbitraires, 
ayant un contact du premier ordre seulement avec la premiere surface, 
le long de la courbe x = Xq : c*est done une caracteristique du premier 
ordre* 



\ 



 / *-■ 



99* Pour reconnattre si une equation da second ordre admet une 
intigrale de la forn\e (66), ok la fonction f (x) est arbitraire, et ok les 
d^rivdes da second ordre sont.hdtdrogknes k I'intdgrale relativement 
k a, Ampkre prockde comme il suit. Supposons qu*on ait attribud k la 
fonction ^ une forme ddtermin^, et imaginons qu*on ail tiri de ces 
formules y et jr en fonction de y et de «, 



•  



^""^ \ x = /iK«,,(.).f{,),...y»>(.)]; 
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la relation dx = pdx -f- frfy noas donne 
en posani 

Representons, pour abregcr, par la lettre v la valcur de f ; on a 

« 

et, par kypotli^sc, ces valeurs do*/) et de q ne i*enfcrment que f («) et 
ses derivoes jasqu*k Tordre A. On a ensuite 

et on en tire 







_ ^j) _ ?2 ^!(,(^V I ^^V 






•• 



Ics derivees c^» ^' t^ sout evidemment homog&nes 4 rintigrale 

<V*7 ex cx ^ V 

relativement 4 a, et la nouvelle d^rivde qui sUntroduit ^^ "^ *' (a) ne peut 

apparattre que dans le terme ^ : ^* En portant ccs valeurs de r, «, I 

dans r^uation du second ordre propos^e, elle s^terit : 






* . ^ • 



P, Q, R ne renfermant que a?,y, -», p, y^ c-i ^t ^» ^* Commela d<rl- 
v^e f <*+ *) (oi) ne figure que dans le quotient vT * ^> ^1 ISiudra done qpM 
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Ton ait s^par^ment : 
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(70) P = o, Q -= b, R = o,.. .., 

•ei ces equations, jointes aux deux relations 



^v djr ^y 






•determineront, si elles sent compatibles, y et jr en fonction de a et de «• 
II est aisS de verifier que le calcul precedent est identique k cdui 
-que Ton devrait'faire pour obtenir les conditions auxquelles doit satis* 
/aire uno caracteristique du premier ordre. En eiTet, si on consid^re, 
•dans les Equations (68), r, «, / comma des coordonn^es courantes, el 

^ : ^ comme un param^tre variable, ces Equations repr^sentent una 

droite ; T^quation (69) est celle qui donnerait les valours du param^tre 
•correspondent aux points d*intersection de cette droite avec la sur* 
face representee par Tequalion du second ordre, Les Equations (70) 
«xpriment done que la droite 

«st situee tout entidre sur la surface representee par Tequation du 
second ordre ; les equations (70) sont, par consequent, les equations dif- 
ferenlielles des caracteristiques du premier ordre.^ 

100. Prenons, par exemple, Tequation consideree par Ampere (*) 

(71) #/ + a?(rl — ««)«=o. 

En eiiminant r et t entre cette equation et les suivantas 



on est eondoit k r^nation : 



tVp 



+''1'(B+SE)'-SI=- 

• • • . 



• \: » 



i 
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« 

qui 86 rdduit k une idenliU poarvu que Ton ait : 



h^ 



^x 



= O. X 






L*^qualton proposec admet done une famille de caracteristiques du 
premier ordre. Pour savoir 8*il existe des integrates intemukiiairea dit 
premier ordre, nous avons & recherclier les int^grales communes aux 
deux ^nations 

en prenant pour variables ind^pendantes x,p,p,qetH=: t — qy,. 
dies deviennent 

DF A>F , JF\« JF/JF ^F\ 

La premiere montre quo F ne doit pas d^pendre de y ; on a ensaite- 

J'F /JF\« ^F JF 

el on en tire facilcment une int^grale intermediaire avee deux constantes- 
arbitraires a et &, 

p = 2a V^ — a^q + b. 

Toule autre intcgralc intermediaire est de la forme F(d9, p, q) = o« at 
sMnlegre par quadratures; la solution du probl^me de Cauchy est done 
ramen^e k une quadrature* 

On peut aussi obtenir des formules pour representor Tintegrale gene<^ 
rale. Une integrate intermediaire s*obtient en eliminant a entre les deux 
equations 

p=:2ay/x — a*q + i^{a), 
V^' — fl J + ^j' (a) = o ; 

pour integrer celte equation du premier ordre, tmaginons qu^on prenne- 
pour variables independantes « = g, et une autre variable p definie par 
la relation : 



. \ 



. .1 ^ -■ n 



— — ■** * -« ^ *«, . >^Ai^ 
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.ce qui donne 
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21 = *.S« + %'^ (« - 2?f («. 



On a ainsi a^ p, j^ en fouction de « et de p ; pour determiner y, il suf- 
iit d'exprimer que 

•est une difKrenlielle exacte ; ce qui donne 



■et, par suite, y s'obtieat par une quadrature. On a ensuite * par une 
Douvelle quadrature et finalement, a, y, z, p, q s'oxpriment au moyen 
.des variables «, p par les formules suivanles 

« = [*?-f(P)]'. 

'= */[«P' 4- +(?) - ?-K («] (*P — f ) (» -♦')<*+ »?' (») - * (*). 

^'*^ ^ p=«?» + 2| (P) - W (p), « = a. 



y=2j*p«(«-+')(«P-+')<« + ?' W- 



If 



Les valeurs de r, «, I se calculeront ensuite au moyen des trois 
jdations 

i = 8p («p - f ) « +[/2p» j (l«P - f - W j dp + »•(«)] « 
« + p«# = o, p = V» (»• + P**). 

Comme ondevait 8*y altendre, ces d^rivdes secondes sont Mtirog&nes 
.It rint^grale par rapport h a el bomogdnea k Tint^grale par rapport ii p. 
On peat int^grer de la mdme fa^on les ^nations de la forme 

w+X(n-#«)«=ro, . 

 

•oik X est une fonction quelconque de la Tariable m. 
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Ex£IICICB8 

i* Les seules Equations, dont les caracl^ristiques des deux systdmet 
supposes distincts sont des lignes asymptotiques, sont de la forme ; 

ri — s^ +/'(^t y, ^, Pf }) = o; 

2« Les £qualtoDs doDt les deux syst^mes de caract^ristiques sont oon* 
fondus, el pour lesquelles cos caracteristiques sont des lignes asympio* 
tiques, sont de la forme: 

r + 2X« + X«/ = o, 

X etant une fonction de a?, yt 't P« 9 • 
3* Toute equation de la forme 



'^ ^ ^,y> ^^ p,q;ri — sh J =z o 

a un syst^mo de caracteristiques du premier ordre, formd de lignes 
asymptotiques. R^ciproque ; 

V Trouver les Equations les plus gen^rales pour lesquelles les 
caracteristiques d*un seul des syst,4&mes sont des lignes asymptotiques; 

5* Traitor les m^mes questions en rempla^ant les lignes asympto* 
tiques par les lignes de courbure ; 

6* Si les caracteristiques forment sur chaque surface intdgrala nn 
reseau conjugue, Tequation est liomog^ne en r, «, I; 

7* Si les caracteristiques forment sur chaque surface integrale deux 
families de courbes orthogonales, I'equation est de la forme : 

F [-^ly. ^yPtq'fPqr — i^ +p*Kw — (*+«*) *l = o; 

8* Si une equation du second ordre admet des caracteristiques da 
premier ordre, definies par ii*ois equations homog^^nes en dx^ rfy, dp^ rlq^ 

H| (a?, y, r, p, q ; dx, dy, dp^ dq) = o, H, =s o, H, =s o, 

les integrates de cette equation sur lesquelles existe une famille de 
caracteristiques du premier ordre verifient deux equations simoltante* 
4ltt second ordre lineaires en r, #, I : 
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Exempte : rt — b'xU* +py — qs=zo (Ampftre) ; 
9» Les surfaces onvelopp^s par la famille de surfaces 

Oik a est un paramdire variable, it {a) et / {a) deux fonctiona arbilraires, 
verifient une m^rne Equation aux ddrivees parlielles du second ordre ; 
10* Int^grer r^quation 
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